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دیباچه

باشند.» خطͬ نمͬ�توانند طبیعت «قوانین

انیشتن آلبرت

هزار همچنان طبیعت دارند، طبیعت از بخصوص تصوری مختلف انسانهای اینͺه با »
معمولͬ (دیفرانسیل معادله ͷی ͷفیزی های تئوری از ͷی هر در . . . است، تر غنͬ بار
این بدون ... مͬ�شویم اشنا آنها از جدید جنبه�ای به و مͬ�گردد، مطرح جزئͬ) مشتقات یا و

« نمͬ�دانستیم. دیفرانسیل معادلات مورد در چیزی نظریه�ها،

پوانͺاره هانری

با تابع این و است تابع ͷی آن مجهول که است دیفرانسیل معادلات از خاصͬ نوع دیفرانسیل معادله
مجهول y = y(x) تابع آن در که y′′ = xy′ − y نظیر است، شده معرفͬ مشتقاتش بین روابط از استفاده

مͬ�باشد.
معادلات از استفاده با را خلاء در ͬͺانیͺم اجرام حرکت ضابطه تا شد موفق بار اول برای نیوتن ایزاک
مͬ�شود. افزوده دیفرانسیل معادلات اهمیت بر روز به روز کنون، تا زمان آن از نماید. بیان دیفرانسیل
قطعیت اصل که را (... و شناسͬ جامعه شیمیایͬ، ،ͬͺفیزی) علمͬ پدیده�های از بسیاری عملا که چرا
را پدیده�ای اگر اصل، این اساس بر نمود. بیان مͬ�توان دیفرانسیل معادلات از استفاده با را مͬ�کنند پیروی
کوتاه بازه�ای در اقل (حد را پدیده آن آینده تا قادیرم بدانیم، نیز را آن در موثر عوامل و نیروها اگر و بشناسیم،
ظاهر طبیعͬ بطور علوم زمینه�های از بسیاری در دیفرانسیل معادلات اساس این بر کنیم. پیشبینͬ زمان) از
سماوی، اجسام حرکت تحلیل تا گرفته، پاندول ͷی نظیر ساده ͬͺانیͺم سیستم ͷی حرکت از مͬ�گردد.
از مسایل از دیͽر بسیاری و کشور اقتصادی رشد پیشبینͬ حیوانات، از بخصوص نوع ͷی جمعیت تحلیل

دست. این
مطالعه را است متغیره ͷی مجهول تابع آن در که دیفرانسیل، معادلات از خاصͬ نوع کتاب این در
معادلات حل برای مͬ�شود. گفته معمولͬ» دیفرانسیل «معادله اصطلاحا معادلات گونه این به مͬ�کنیم.
روشهایͬ کتاب، این در شده معرفͬ روشهای اغلب دارد. وجود متعددی روشهای معمولͬ دیفرانسیل
خود معمولͬ، دیفرانسیل معادلات حل عددی روشهای مͬ�دهند. بدست را جواب دقیق مقدار که هستند

است. جداگانه کتابͬ موضوع
این هستند. معادلات گونه این حل روشهای گسترش و مطالعه مشغول ͷهمین بسیاری ریاضیدانان
مͬ�رسد. چاپ به ارتباط این در بسیاری جدید کارهای روزه هر که است غنͬ و جذاب اندازه�ای به موضوع
بیشمار از نمونه�ای سایت این بزنید. http://eqworld.ipmnet.ru/ جالب سایت به سری است کافͬ

دارند. اختصاص موضوع این به منحصرا که است اینچنین سایتهای
شده تهیه مهندسͬ و فنͬ دانشجویان برای معمولͬ، دیفرانسیل تدریسدرسمعادلات کتابجهت این
رشد با مͬ�گردد. تشͺیل کلͬ فصل پنج از کتاب این است. شده افزوده آن محتویات بر مرور به و است

٣
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که است طبیعͬ معمولͬ، دیفرانسیل معادلات کاربردهای شده فراگیر و مختلف علوم و تͺنولوژی سریع
است. شده ساخته و طراحͬ معادلات گونه این تحلیل و حل به ͷکم برای متعددی ریاضͬ افزارهای نرم
Maple افزارها، نرم این بین از موالف ... و Reduce Matlab، Maple، Mathematica، جمله از
کامل بسیار نیز افزار نرم محیط در موجود ͷکم و است ساده بسیار ان آموزش که چرا است، برگزیده
نرم این از استفاده است، داشته امͺان که کجا هر در که است نموده سعͬ مولف اساس این بر مͬ�باشد.
و مسایل از برخͬ حل و خصوص این در بیشتر مثالهای دهد. آموزش را نظر مورد مسایل حل در افزار

بیابید: مͬ�توانید کتاب این سایت در زمینه این در بیشتر مطالب
http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/ODE/ODE.htm
را حاضر کتاب خصوص در پیشنهای یا و انتقاد گونه هر محترم خواننده که است، مولف امتنان موجب
m_nadjafikhah@iust.ac.ir ͷترونیͺال پست طریق از مͬ�تواند کار این بͽذارد. میان در ایشان با

بپذیرد. صورت

نجفͬ�خواه، مهدی
١٣٩١ بهار تهران،
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١ فصل

اول مرتبه دیفرانسیل معادلات

اولیه تعاریف و مفاهیم ١.١ بخش

١ دقیق�تر، بیان به است. آن مشتقات و تابع ͷی بین رابطه�ای دیفرانسیل معادله کلͬ، بطور

شͺل به است رابطه�ای دیفرانسیلͬ، معادله یا دیفرانسیل یͷمعادله تعریف .١.١.١

E : F
(
x,y,y′, · · · ,y(n)

)
= 0,

هر گوییم ام n مرتبۀ از را E معادلۀ .y = y(x) است: مجهول تابعͬ y و متغیره n+2 تابعͬ F آن در که
باشد. خاصیت این با عدد بزرگترین n و باشد داشته حضور F در صراحتاً y(n) گاه

است. اول مرتبۀ دیفرانسیل معادله ͷی dy
dx
+ xy = 0 (١ مثال .٢.١.١

است. دوم مرتبۀ دیفرانسیل معادله ͷی y′′+ y+ x = cos x (٢
است. اول مرتبۀ دیفرانسیل معادله ͷی (x2− y2)dx+ (x+ y)dy = 0 (٣

است. y(t) حسب بر دوم مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی d2y
dt2 − t

dy
dt
= y+ t (۴

بینهایت b و a است ممͺن البته .I := (a;b) است حقیقͬ خط از بازه ͷی I فرضکنیم تعریف .٣.١.١
باشد.

که گوییم I بر E معادلۀ (خصوصͬ) یͷجواب را y = f (x) تابع صورتͬ در

∀x ∈ I : F
(
x, f (x), f ′(x), · · · , f (n)(x)

)
= 0.

کند. صدق E در f اصطلاحاً یعنͬ
مͬ�دهیم. نشان S نماد با و نامیده I بر E (عمومͬ) جواب را I بر E جواب�های همۀ مجموعۀ

علم دانشͽاه ریاضͬ دانشیار نجفͬ�خواه، مهدی تالیف: — ١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز آخرین — ١

میان در m_nadjafikhah@iust.ac.ir آدرس به نویسنده با را پیشنهادی یا و انتقاد هرگونه ایران. صنعت و
کنید: تهیه را آن نسخه آخرین لطفا تغییر. حال در احتمالا و است تهیه دست در کتاب این بͽذارید.

http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/ODE/Fa1.pdf
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اولیه تعاریف و مفاهیم .١.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

2sin x− cos x و cos x ،sin x صورت این در .I = R و E : y′′ + y = 0 کنیم فرض مثال .۴.١.١
از است عبارت I بر E عمومͬ جواب هستند. I بر E خصوصͬ جوابهای

S =
{
Asin x+Bcos x : A,B ∈ R, x ∈ I

}
;

.S : y = Asin x+Bcos x مͬ�نویسیم: اختصار به اغلب دلخواهند. ثابت اعداد B و A که

این در .I = R+ = (0,∞) کنید فرض بͽیرید. نظر در را E : y′ = y/x+
√

xy معادلۀ مثال .۵.١.١
E عمومͬ جواب هستند. I بر E خصوصͬ جواب x = y ln2 y در صادق y ضمنͬ تابع و y = 0 صورت

از عبارتست

S =
{
y : x = Ay ln2 y, A ∈ R+, x ∈ R+

}
∪

{
y = 0

}
.

است. y = 0 معادله این جواب تنها بͽیرید. نظر در را E : y2+ y′2 = 0 معادلۀ مثال .۶.١.١

است! جوابͬ گونه هر فاقد E : y′2+1 = 0 معادلۀ مثال .٧.١.١

یافتن مسألۀ .x0 ∈ I و است R در باز بازه�ای I و دیفرانسیلͬ معادله�ای E کنید فرض تعریف .٨.١.١
مͬ�نامند. کوشͬ مسألۀ یا اولیه مقدار مسألۀ اصطلاحاً را y(x0) = y0 و شود تعریف I بر که E از جوابͬ

انتͽرال منحنͬ یا خم را جواب نمودار مͬ�نامند. (x0,y0) یا x0 از آغازی E جواب را، مسأله جواب
مͬ�نامیم. (x0,y0) از آغازی E

دامنۀ در که است تابعͬ f (x,y) کنید فرض کوشͬ) مسألۀ جواب یͺتایͬ (وجود قضیه .٩.١.١
کنیم: فرض .(x0,y0) ∈ D و مͬ�شود تعریف صفحه −xy از D ⊆ R2

باشد؛ پیوسته D بر f الف)

و باشد، کراندار D در ∂ f
∂y

جزئͬ مشتق ب)

به و h(x0) = y0 که دارد وجود چنان (x0 − ε, x0 + ε) بر y = h(x) تابعͬ و ای ε > 0 صورت این در
است. بفرد منحصر ویژگͬ این با h بعلاوه .h′(x) = f (x,h(x)) ای x ∈ (x0−ε, x0+ε) هر ازای

ͬͺی است ممͺن یعنͬ کافͬ�اند. شرایط تنها بلͺه نیستند، لازم ٩.١.١ قضیۀ شرایط یادداشت .١٠.١.١
E : y′ = 1/y2 اگر مثلا́ باشد. داشته وجود بفرد منحصر جواب ولͬ نباشند، برقرار آنها دوی هر یا و
ͷی هیچ که ∂ f /∂y = −2/y3 و f (x,y) = 1/y2 صورت این در D : 0 < y و (x0,y0) = (1,0) و
y = که حالͬ در نیستند. برقرار ٩.١.١ از ب و الف شرایط یعنͬ نمͬ�شوند. تعریف حتͬ (x0,y0) در

است. یͺتا جواب یعنͬ، مͬ�کند. صدق نیز y(1) = 0 شرایط در و است E جواب تنها 3√3(x−1)

تابع دو هر صورت، این در .E : y′ = xy+ e−y کنیم فرض مثال .١١.١.١

f = xy+ e−y,
∂ f
∂y
= x− e−y,

ای (x0,y0) ∈ D هر به�ازای E معادلۀ ٩.١.١ به بنا آنͽاه باشد، کراندار D دامنۀ اگر پس پیوسته�اند. R2 بر
کراندار ∂ f /∂y آنͽاه ،D = R2 اگر که شود توجه است. (x0,y0) از آغازی بفرد منحصر جواب ͷی دارای

دارد. وجود بفرد منحصر جواب همچنان اما نیست،
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∂ f /∂y = لذا و f =
√

1+ y2 صورت این در .E : y′ =
√

1+ y2 کنیم فرض مثال .١٢.١.١
بعلاوه: و است پیوسته D بر f آنͽاه ،D = R2 اگر .y

√
1+ y2

lim
(x,y)→∞

∂ f
∂y

= lim
y→∞

y√
1+ y2

= lim
y→∞

±1√
1/y2+1

= ±1.

دارد. بفرد منحصر جواب R2 کل بر E معادلۀ بنابراین، و است کراندار D بر ∂ f /∂y پس

وقتͬ که ∂ f /∂y = 1/ 3√y صورت این در بͽیرید. نظر در را E : y′ = 3
2

3
√

y2 معادلۀ مثال .١٣.١.١
از عبارتست E جواب نیست کراندار ∂ f /∂y یعنͬ مͬ�کند. میل بینهایت به y→ 0

S =
{
y =

1
8

(x+ c)3 : c ∈ R
}
∪

{
y = 0

}
.

(x,0) از آغاز یا E جواب در y = 0 و y = 1
8 (x− x0)3 آنͽاه ،(x0,y0) = (x0,0) اگر که مͬ�گردد ملاحظه

نیست. بفرد منحصر جواب یعنͬ هستند.

در D بر y به نسبت f مͬ�گوییم صورتͬ در .D ⊆ D f و f : R2 → R کنید فرض تعریف .١۴.١.١
(x,y), (x,z) ∈ D هر به�ازای که گردد یافت 0 < λ < 1 با λ مانند عددی که مͬ�کند صدق لیپشیتز شرط

باشیم: داشته

| f (x,y)− f (x,z)| < λ|y− z|.

∂ f /∂y کرانداری از مͬ�کند صدق لیپشیتز شرط در D بر y به نسبت f اینͺه یادداشت .١۵.١.١
و f = |y|cos x تابع نظیر باشد. غلط است ممͺن کلͬ حالت در آن عͺس ولͬ مͬ�گردد، نتیجه D بر
شرط در y به نسبت λ = 2 با D بر f که حالͬ در نیست، کراندار ∂ f /∂y حالت این در .D : x2+y2 ≤ 1

مͬ�کند. صدق لیپشیتز

مقدار مسألۀ آنͽاه کند، صدق لیپشیتز شرط در y به نسبت و پیوسته D بر f تابع اگر قضیه .١۶.١.١
است: بفرد منحصر جواب دارای زیر اولیۀ

E : y′ = f (x,y), y(x0) = y0, (x0,y0) ∈ D.

است. الزامͬ ١۶.١.١ قضیۀ برقراری برای D بر y به نسبت لیپشیتز شرط در f صدق یادداشت .١٧.١.١
که E : y′ = f (x,y) اگر مثلا́

f (x,y) =


4x3y

x4+ y2 (x,y) , (0,0) اگر

0 (x,y) = (0,0) اگر

صدق لیپشیتز شرط در y به نسبت D بر f صورت این در .(x0,y0) = (0,0) و D : x2 + y2 ≤ 1 و
دارد: جواب بینهایت (0,0) در E طرفͬ از نمͬ�کند.

y = c−
√

x4+ c2, c ∈ R.
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که مͬ�گردد ملاحظه و f =
√

1− y2 صورت این در .E : y′ =
√

1− y2 کنیم فرض مثال .١٨.١.١

| f (x.y)− f (x,z)| =
∣∣∣∣∣ √1− y2−

√
1− z2

∣∣∣∣∣
=

|z2− y2|√
1− y2+

√
1− z2

=
|y+ z|√

1− y2+
√

1− z2
|y− z|

≤ |y|+ |z|√
1− y2+

√
1− z2

|y− z|.

آنͽاه ،u =max {|y|, |z|} فرضشود چنانچه

| f (x,y)− f (x,z)| ≤ u+u
√

1−u2+
√

1−u2

=
u

√
1−u2

.

و ε = |y0|/2 فرض با (x0,y0) ∈ D و D =
{
(x,y) : −1 < y < 1

}
اگر حال

U =
{
(x,y) : (x− x0)2+ (y− y0)2 < (1−ε)2

}
.

داریم: U در (x,z) هر و (x,y) هر ازای به که مͬ�گردد ملاحظه

| f (x,y)− f (x,z)| <
|y0|+1−ε√

1− (y0−1+ε)
|y− z|

<
2√
3
2 |y0|
|y− z|.

است. بفرد منحصر جواب دارای U بر E بنابراین و مͬ�کند صدق لیپشیتز شرط در y به نسبت U بر f پس

این در .D = {(x,y) : r2 ≤ x2 + y2 ≤ R2} کنیم فرض .E : y′ =
x
y
کنیم فرض مثال .١٩.١.١

آنͽاه: (x,y), (x,z) ∈ D اگر صورت

| f (x,y)− f (x,z)| <

∣∣∣∣∣ xy − x
z

∣∣∣∣∣
=
|x|
|yz| |y− z|

≤ R
r× r
|y− z|

<
2R
r2 |y− z|.

است. یͺتا جواب دارای D بر E لذا و مͬ�کند صدق لیپشیتز شرط در y به نسبت D بر f پس
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همشیب خطوط روش ٢.١ بخش

معادله ͷی جواب کلͬ رفتار تعیین برای کلͬ روشهای از ͬͺی همشیب خطوط روش تعریف .١.٢.١
معادله ͷی از روش این در است.

E : y′ = f (x,y),

باشد ثابت عددی c اگر پس مͬ�کنیم. تعبیر (x,y) نقطۀ در جواب منحنͬ شیب عنوان به را y′ و شده آغاز
مͬ�بایستͬ مͬ�گذرند، C از نقطه�ای از که E از جوابهایͬ کلیۀ آنͽاه باشد f (x,y) = c معادلۀ به منحنͬ C و
c عدد به نظیر E برای همشیب منحنͬ یا خط ͷی را C دلیل همین به کنند. قطع c شیب با را منحنͬ این

مͬ�نامیم.
مختلف مقادیر برای را کار این و مͬ�کنیم رسم cشیب کوچͷبا Cخطوط منحنͬ بر مرحله، این از پس
مینیموم (ماکزیموم، است E جوابهای تͺین نقاط به Cنظیر آنͽاه c= 0 اگر که شود توجه مͬ�کنیم. تͺرار c

طرفͬ: از عطف). نقاط یا

y′′ =
∂ f
∂x
+ y′

∂ f
∂y

=
∂ f
∂x
+ f

∂ f
∂y
.

اگر پس

△ = ∂ f
∂x

∣∣∣∣
(x0,y0)

+ c
∂ f
∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

,

قطع (x0,y0) نقطۀ در را C : f (x,y) = c منحنͬ که هنͽامͬ را جواب کیفیت مͬ�توان △ علامت با آنͽاه
آنͽاه: ،c = 0 خاص حالت در اگر نمود. بررسͬ مͬ�کند

است. E از جوابͬ موضعͬ مینیموم نقطۀ ͷی (x0,y0) نقطۀ 0 < ∂ f
∂x (x0,y0) اگر -

است. E از جوابͬ موضعͬ ماکزیموم نقطۀ ͷی (x0,y0) نقطۀ 0 > ∂ f
∂x (x0,y0) اگر -

است. E از جوابͬ موضعͬ عطف نقطۀ ͷی (x0,y0) نقطۀ 0 = ∂ f
∂x (x0,y0) اگر -

هستند. - شده ترسیم ͷکوچ خطوط همین آنها بر مماس که کنیم ترسیم را منحنͬ�هایͬ باید آخر مرحلۀ در

ای c ∈ R هر ازای به و f = y− x2 صورت این در .E : y′ = y− x2 کنیم فرض مثال .٢.٢.١
طرفͬ از است. ها y محور جهت در و (0,c) در رأس با بالا به رو سهمͬ ͷی Cc : y− x2 = c منحنͬ
نقاط و هستند E جوابهای موضعͬ ماکزیموم نقاط x > 0 با (x,y) ∈ C0 نقاط پس ∂ f

∂x = −2x چون
٢ هستند. E جوابهای موضعͬ مینیموم نقاط x < 0 با (x,y) ∈C0

است: شده استفاده ١۵ Maple محیط در ذیل دستور از شͺل این ترسیم در اینͺه، توضیح ٢
DETools[DEplot](diff(y(x),x)=y(x)-x∧2,y(x), x=-3..3, y=-3..3, [y(0)=-3, y(0)=-2, y(0)=-1, y(0)=0,
y(0)=1, y(0)=2, y(0)=3], arrows=line, color=blue, linecolor=red, thickness=4);
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همشیب خطوط روش .٢.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

y′ = y− x2معادله انتͽرال منحنیهای

آنͽاه: ،c ∈ R اگر پس . f = sin(x,y) صورت این در .E : y′ = sin(x+ y) کنیم فرض مثال .٣.٢.١

Cc : f (x,y) = c : sin(x+ y) = c.

است. α برابر x+ y = sinα خط بر E جوابهای شیب پس .Cc = {(x,y) : y = arcsinc− x} بنابراین
E جواب منحنͬ�های تͺین نقاط Cc منحنͬ بر نقاط آنͽاه ،k ∈ Z که c = kπ یعنͬ arcsinc = 0 اگر

هستند.

y′ = sin(x+ y) معادله انتͽرال منحنیهای

k اگر حال است. E از جوابͬ تͺین نقطۀ ͷی (x0,y0) آنͽاه x0+y0 = kπ اگر ،∂ f
∂x
= cos(x+y) چون

است. موضعͬ ماکزیموم نقطۀ ͷی باشد فرد k اگر و است موضعͬ مینیموم نقطه آن باشد، زوج
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آنͽاه c ∈ R اگر صورت این در .E : y′ =
y− x
y+ x

کنیم فرض مثال .۴.٢.١

Cc :
y− x
y+ x

= c,

: y− x = c(y+ x), x+ y , 0,

: y =
1+ c
1− c

x, x+ y , 0.

آنͽاه: c = 1 اگر اما .c , 1 اینͺه به مشروط

C1 :
y− x
y+ x

= 1,

: y− x = y+ x, x+ y , 0,
: x = 0, x+ y , 0
: x = 0 , y.

٣ داریم: مجموع در صورت، این در .C0 := y = x, x , 0 بعلاوه

y′ = y−x
y+x معادله انتͽرال منحنیهای

تمرینات .۵.٢.١

بیابید. را (2,1) نقطه در E2 : y′ = x− y و E1 : y′ = x+ y انتͽرال منحنͬ�های بین زاویه (١

قطع زاویه�ای چه با (0,0) نقطۀ در را ها x محور E : y′ = x2+y2+1 معادلۀ انتͽرال منحنͬ�های (٢
مͬ�کنند؟

است: شده استفاده ١۵ Maple محیط در ذیل دستور از شͺل این ترسیم در اینͺه، توضیح ٣
DETools[DEplot]([diff(y(t),t)=y(t)-x(t), diff(x(t),t)=y(t)+x(t)], [x(t), y(t)], t=-4..4, x=-2..2, y=-
2..2, [[x(0)=-1, y(0)=-1], [x(0)=-1, y(0)=1], [x(0)=1, y(0)=-1], [x(0)=1, y(0)=1], [x(0)=1, y(0)=0],
[x(0)=-1,y(0)=0], [x(0)=0, y(0)=-1], [x(0)=0, y(0)=1], [x(0)=-2, y(0)=0], [x(0)=2, y(0)=0],
[x(0)=0, y(0)=-2], [x(0)=0, y(0)=2]], arrows=line, color=blue, linecolor=red, thickness=4);
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بیابید. را E : y′ = xy2 معادلۀ جوابهای موضعͬ ماکزیموم نقاط (٣

کنید: ترسیم را شده داده معادلۀ جوابهای همشیب، خطوط روش به مورد، هر در

4) y′ = x+1, 5) y′ = cos(x− y), 6) y′ = x+ y, 7) y′ = (x+ y)/(x− y),

8) y′ = y− x, 9) y′ = x2+ y, 10) y′ = (y−1)x2, 11) y′ = −y/x,

12) y′ = y2, 13) y′ = x2+2x− y, 14) y′ = x2− y2, 15) y′ = y(1− y2).

پیͺارد روش � متوالͬ تقریبات روش ٣.١ بخش

مسألۀ روش این در

E : y′ = f (x,y), y(x0) = y0,

دقیق�تر؛ بیان به مͬ�گردد. محاسبه حلقه ͷی با الͽوریتمͬ ͷکم به

مستطیل: بر y′ = f (x,y) معادلۀ کنیم فرض قضیه .١.٣.١

D : |x− x0| < a, |y− y0| < b,

ای n ∈ N هر ازای به و است بفرد منحصر جواب دارای

yn(x) := y0+

∫ x

x0

f (t,yn−1(t))dt. (١.١ )

اگر صورت این در

M := max
(x,y)∈D

∣∣∣∣ f (x,y)
∣∣∣∣ N := max

(x,y)∈D

∣∣∣∣∂ f
∂x

(x,y)
∣∣∣∣,

داریم: |x− x0| < h که ای x هر ازای به صورت این در .h :=min
{
a, b

M

}
و

|y(x)− yn(x)| ≤ M
n!

Nn−1hn.

است. همͽرا مسأله جواب یعنͬ y(x) به ها yn(x) دنبالۀ ،h < 1 اگر پس

داریم y(0) = 1 و y′ = y مسأله برای مثال .٢.٣.١

y0 = 1,

y1 = y0+

∫ x

0
y0 dx = 1+ x,

y2 = y0+

∫ x

0
y1 dx = 1+

[
x+

x2

2

]x

0
= 1+ x+

x2

2
,

y3 = y0+

∫ x

0
y2 dx = 1+ x+

x2

2
+

x3

6
,

...

yn = y0+

∫ x

0
yn−1 dx = 1+

x2

2
+ · · ·+ xn

n!
.
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که است روشن

y(x) = lim
n→∞

yn(x) = 1+ x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · = ex.

y′ = y, y(0) = 1 مساله برای پیͺارد روش اعمال

۴ است. مسأله جواب که

D : −1 ≤ کنیم فرض همچنین بͽیرید. نظر در را E : y′ = x2 + y2,y(0) = 0 مسألۀ مثال .٣.٣.١
صورت: این در .x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1

M = max
(x,y)∈D

|x2+ y2| = 1+1 = 2, h =min
{
1,

1
2

}
=

1
2
,

N := max
(x,y)∈D

|2y| = 2×1 = 2, a = 0, b = 1.

آنͽاه: باشد، E جواب y اگر پس

∀(x,y) ∈ D : |x| < 1
2
=⇒ |y(x)− yn(x)| ≤ 2n

n!

(
1
2

)n

=
1
n!
.

است: شده استفاده ١۵ Maple محیط در ذیل دستور از شͺل این ترسیم در اینͺه، توضیح ۴
> y[1]:= y[0]+int(y[0],x=0..x); y[2]:= y[0]+int(y[1],x=0..x);
> y[3]:= y[0]+int(y[2],x=0..x); y[4]:= y[0]+int(y[3],x=0..x);
> y[5]:= y[0]+int(y[4],x=0..x); y[infty]:=exp(x);
> plot({y[0],y[1],y[2],y[3],y[4],y[5],y[infty]},x=-3..3,y=-1/2..2,thickness=5);
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که مͬ�گردد ملاحظه طرفͬ، از

y0 = 0,

y1 =

∫ x

0

(
t2+ y2

0

)
dt =

x3

3
,

y2 =

∫ x

0

(
t2+ y2

1

)
dt =

∫ x

0

(
t2+

t0

9

)
dt =

x3

3
+

x7

63
,

y3 =

∫ x

0

(
t2+ y2

1

)
dt =

x3

3
+

x7

63
+

2x11

2579
+

x15

59535
.

داریم: n = 3 برای تنها بعلاوه

∀x :
1
2
< x <

1
2
=⇒ |y3(x)− y(x)| < 1

6
.

شود. توجه زیر شͺل به

y′ = x2+ y2, y(0) = 0 مساله برای پیͺارد روش اعمال

قضیۀ در {yn(x)} توابع دنبالۀ آنͽاه باشد، نداشته بفرد منحصر جواب E مسأله اگر یادداشت .۴.٣.١
اگر مثال بعنوان کرد. نخواهد میل حدی به ١.٣.١

f (x,y) =


0 x = 0, y ∈ R
2x 0 < x ≤ 1, y < 0
2x−4y/x 0 < x ≤ 1, 0 < y < x2

−2x 0 < x ≤ 1, x2 < y

ای: n هر ازای به صورت این در ،D : y ∈ R, 0 ≤ x ≤ 1 و

y2n+1 = x2, y2n = −x2.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل پذیر ͷیͺتف معادلات .۴.١

کنید: حل n = 4 تا را شده داده مسألۀ پیͺارد روش به مورد هر در تمرینات .۵.٣.١

1) y′ = x2− y2, y(0) = 0,
2) y′ = x+ y2, y(0) = 0,
3) y′ = x+ y, y(0) = 1,
4) y′ = 2y−2x2−3, y(0) = 2,

5) y′ = 2x− y, y(1) = 2,
6) y′ = y− e−x, y(0) = −1,
7) y′ = xy+1, y(−1) = 0

8) y′ =
1
x
+

1
y
, y(0) = 1.

پذیر ͷیͺتف معادلات ۴.١ بخش

از ͬͺی به را آن که گوییم پذیر ͷیͺتف صورتͬ در را E اول مرتبه دیفرانسیل معادلات تعریف .١.۴.١
نوشت: بتوان زیر شͺل دو

E1 : y′ = f (x).g(y),
E2 : f (x).g(y) dx+h(x).i(y)dy = 0.

در را y حسب بر عبارت همۀ و طرف ͷی در را x حسب بر عبارت همه مورد، درهر تمرینات .٢.۴.١
مͬ�گیریم: انتͽرال طرف دو از سپس و مͬ�کنیم جمع دیͽر طرف

S1 :
∫

dy
g(y)
=

∫
f (x)dx,

S2 :
∫

i(y)
g(y)

dy = −
∫

f (x)
h(x)

dx.

کنید. حل را 3ex tanydx = (ex −2)sec2 ydy معادلۀ مثال .٣.۴.١

داریم: مسأله صورت به توجه با حل:

3ex dx
ex−2

=
sec2 y
tany

dy. (٢.١ )

داریم معادله، طرفین از گیری انتͽرال با

3ln |ex −2|+ lnC1 = ln | tany|.

است. دلخواهͬ ثابت عدد C که S1 : y = tan−1
(
C(ex −2)3

)
بنابراین و | tany| =C1|ex−2|3 پس

یعنͬ، باشند. صفر مخالف E x − 2 و tany که است درست وقتͬ تنها (٢.١ ) رابطۀ که شود توجه
k ∈ Z که y = kπ نیز و x = ln2 توابع مͬ�گردد ملاحظه طرفͬ از نباشد. π از مضربͬ y و x , ln2

از عبارتست معادله عمومͬ جواب بنابراین، هستند. معادله جوابهای

S =
{
y = tan−1

(
C(ex−2)3

)
: C ∈ R, x , ln2

}
∪

{
x = ln2

}
∪

{
y = ℓπ : ℓ ∈ Z

}
.

کنید. حل را (1+ ex)yy′ = ex معادلۀ مثال .۴.۴.١

داریم: مسأله صورت و y′ =
dy
dx

اینͺه به توجه با حل:

ydy =
ex

ex +1
dx. (٣.١ )

١٧ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



پذیر ͷیͺتف معادلات .۴.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

داریم: طرفین، از گیری انتͽرال از پس

1
2

y2 = ln(ex +1)+
1
2

lnC1.

است. دلخواه و ثابت عددی C که S1 : y =C
√

ln(ex +1)2 یا y2 = 2ln(ex +1)+ lnC1 بنابراین
عمومͬ جواب S1 بنابراین ندارد. مانعͬ و است برقرار همواره (٣.١ ) رابطۀ که مͬ�گردد ملاحظه

است. شده داده معادلۀ

کنید: حل را زیر مسایل از ͷی هر مثال .۵.۴.١

E1 :
{

y′ sin x = y lny,
y(π/2) = e. E2 :

{
y′ sin x = y lny,
y(π/2) = 1.

مͬ�باشد: پذیر ͷیͺتف که است مطرح y′ sin x = y lny معادلۀ مسأله دو هر در حل:

dy
y lny

=
dx

sin x
. (۴.١ )

داریم: طرفین، از گیری انتͽرال از پس

ln | lny| = ln
∣∣∣∣∣tan

x
2

∣∣∣∣∣+ lnC1;

.C = ±C1 است: دلخواه عددی C و دلخواه مثبت عدد C1 که lny =C tan
x
2
یا

است. مثبت عددی A = eC که است y = Aexp
(
tan

x
2

)
مفروض معادلۀ عمومͬ جواب بنابراین

و نباشد π از مضربͬ x یعنͬ y lny , 0 و sin x , 0 که است ممͺن وقتͬ تنها (۴.١ ) طرفͬ از
جواب پس مͬ�کند. صدق آن در y = 1 تنها و نیستند معادله جواب y = 0 و x = kπ بعلاوه .0 < y , 1

از عبارتست معادله عمومͬ

S =
{
y = Aexp

(
tan

x
2

) ∣∣∣∣A > 0
}
∪

{
y = 1

}
.

به .y = exp
(
tan

x
2

)
از عبارتست E1 جواب پس است. A = 1 معنͬ به E1 در y

(
π

2

)
= e شرط اما

در نیز y ≡ 1 بعلاوه، انجامد. مͬ y =
1
e

exp
(
tan

x
2

)
جواب به E2 در y

(
π

2

)
= 1 شرط مشابه، صورت

دارد! جواب دو E2 مساله یعنͬ، کند؛ مͬ صدق E2

کنید. حل را E : y′ = x(1− y2) معادلۀ مثال .۶.۴.١

داریم: y′ = dy/dx اینͺه و مسأله صورت به توجه با حل:

dy
1− y2 = xdx. (۵.١ )

داریم: (۵.١ ) از بنابراین، .2/(1− y2) = 1/(1+ y)+1/(1− y) اما

1
2

ln |1+ y| − 1
2

ln |1− y| = x2

2
+

1
2

lnC1.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل پذیر ͷیͺتف معادلات .۴.١

1+ y
1− y

=C exp(x2) C1داریم =±C اگر اما است. مثبت C1عددی که
∣∣∣∣∣1+ y
1− y

∣∣∣∣∣=C1 exp(x2) نتیجه در

هستند. E جواب دو هر که ،y , ±1 یا y2 = 1 که است ممͺن وقتͬ (۵.١ ) طرفͬ از y =
Cex2 −1

Cex2
+1

یا
از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین

S =
{
y =

Cex2 −1

Cex2
+1

: C ∈ R
}
∪

{
y = 1

}
∪

{
y = −1

}
.

دمای کنیم فرض مͬ�افتد. اقیانوس به مأموریتش انجام از پس پیما فضا ͷی کنید فرض مثال .٧.۴.١
اقیانوس آب دمای اگر است. α برابر برخورد لحظۀ در و است T (t) برابر سقوط از پس t لحظۀ در پیما فضا
شدن سرد قانون مطابق صورت این در باشد، k ثابت پیما فضا و اقیانوس بین گرما انتقال ثابت و باشد β

داریم: را زیر مسألۀ نیوتن،

E :


dT
dt
= −k(T −β),

T (0) = α.

مͬ�کنیم: حل زیر روش به را آن دارد. بر در پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

dT
T −β = −k dt;

.ln |T −β| = −kt+C یا
.T (t) = β+exp(C− kt) بنابراین است، بالاتر βاقیانوس دما از T (t) پیما فضا دمای عمل در چون

.T (t) = β+ (α−β)exp(−kt) نتیجه در .expC = α−β داریم T (0) = α شرط از

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .٨.۴.١

1) (1+ y2)dx+ (1+ x2)dy = 0, 2) e−y(1+ y′) = 1,
3) (1+ y2)dx+ xydy = 0, 4) y′ = exp(x+ y),
5) x

√
1+ y2 dx+ y

√
1+ x2 dy = 0, 6) y′ = sin(x− y),

7) 2x
√

1− y2 dx = (1+ x2)dy, 8)
√

2xyy′ = 1,

9) (1+ x2)dy = ydx, 10) y′ =
(y+1)2

x2+ x−2
,

کنید: حل را زیر مسائل از ͷی هر

11) 2(y2−1)dx+ sec xsecydy = 0, y(π/4) = 0.

12)
dp
dt
=

1
t

(p2− p), p(1) = 2.

13) y+ xy′ = a(xy+1), y(
1
a

) = −a.

14) (a2+ y2)dx+2x
√

ax− x2 dy = 0, y(a) = 0.

15) (1+ x+ xy2+ y2)dy =
dx

1− x
, y(0) = 1.

16) x2y′ cosy+1 = 0, lim
x→∞

y =
16
3
π.

17) x3y′ = 1+ siny, lim
x→∞

y = 5π.
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همͽن معادلات .۵.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

جواب α از مقادیر کدام ازای به بیابید. را y(0) = 0 و 0 < α که y′ = y| lny|α مسألۀ خاص جواب (١٨
است؟ بفرد منحصر

فوت k ثابت حرارت انتقال ضریب و β ثابت دمای به هوایͬ در α بدن دمای با شخصͬ کنید فرض (١٩
کنید. مشخص او بدن الان دمای حسب بر را او فوت زمان باشد، γ او بدن کنونͬ دمای اگر است. کرده

همͽن معادلات ۵.١ بخش

گونه این معرفͬ از قبل دارند. را فراوانͬ حداکثر همͽن دیفرانسیل معادلات پذیر، ͷیͺتف معادلات از پس
است. نیاز تعریف ͷی ذکر به معادلات،

است. f تعریف دامنۀ از مجموعه�ای زیر D و متغیره دو تابعͬ z = f (x,y) فرضکنیم تعریف .١.۵.١
داشته (λx,λy) ∈ D هر و (x,y) ∈ D هر ازای به که است، k مرتبۀ از همͽن D بر f مͬ�گوییم صورتͬ در

باشیم:

f (λx,λy) = λk f (x,y).

گوییم. k درجه از همͽن را f تابع

زیرا: است. ٣ مرتبۀ از همͽن D : y , 0 بر f (x,y) = 2x3+ xy2− x4

y تابع مثال .٢.۵.١

f (λx,λy) = 2λ3x3+λxλ2y2− λ
4x4

λy
= λ3 f (x,y).

زیرا است. صفر درجه از همͽن D =
{
(x,y) : 2y+ x , 0

}
بر f (x,y) = y−x

2y+x تابع مثال .٣.۵.١

f (λx,λy) =
λy−λx
2λy+λx

= λ0 f (x,y) = f (x,y).

پس است، k مرتبۀ از همͽن شود فرض اگر زیرا نیست. همͽن f (x,y) = x− y2 تابع مثال .۴.۵.١
باید:

∀x∀y∀λ > 0 : f (λx,λy) = λk f (x,y).

مͬ�رسیم: زیر شرح به معادله دو به y و x به نسبت طرفین از گیری مشتق با .λx−λ2y2 = λk(x− y2) }یا
x = λk x
−2λ2y = −2λky

=⇒
{
λk = 1
λ2y = y

=⇒
{

k = 0
λ = ±1

است. λ بودن دلخواه فرض خلاف که

بیان قابل زیر صورت دو از ͬͺی به که گوییم همͽن صورتͬ در را E دیفرانسیل معادله تعریف .۵.۵.١
باشد:

صفر. درجه از همͽن است تابعͬ f که y′ = f (x,y) الف)

مرتبه�اند. ͷی از همͽن توابعͬ Q و P که P(x,y)dx+Q(x,y)dy = 0 ب)
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل همͽن معادلات .۵.١

نوشت: و یافت h تابعͬ مͬ�توان z = y/x فرض با صورت، دو هر در

E : y′ = h(z). (۶.١ )

مͬ�گیریم نتیجه z = y
x طرفͬ از نوشتیم، (۶.١ ) صورت به را معادله اینͺه از پس حل روش .۶.۵.١
است: z جدید تابع حسب بر تفͺی�ͷپذیر معادلۀ ͷی که +z؛ xz′(z) یا y′ = z+ xz′

dz
h(z)− z

=
dx
x
, (٧.١ )

بͽیریم. انتͽرال طرفین از است کافͬ و
جواب ͷی x = 0 باشد قرار اگر .h(z) , z, x , 0 که است مجاز وقتͬ تنها (٧.١ ) که شود توجه
صورت این در است، خاص عددی α ∈ R که h(α) = α اگر اما، .h(z) ≡ z است لازم باشد، (۶.١ )
معادلۀ جوابخصوصͬ h(α) = α که y = αx پسخطوط .y = αx یعنͬ است، (۶.١ ) یͷجواب z = α

مجموع در پس، هستند. مفروض

از عبارتست شده داده همͽن معادلۀ عمومͬ جواب آنͽاه ،h(z) = z اگر (١

S =
{
y = Ax : A ∈ R

}
∪

{
x = 0

}
.

آنͽاه: ،h(z) , z اگر (٢

S =

{
y = xz :

∫
dz

h(z)− z
=

∫
dx
x

}
∪

{
y = αx : h(α) = α

}
.

کنید. حل را E : xy′ =
√

x2− y2+ y معادلۀ مثال .٧.۵.١

بنابرین و x(z+ xz′) =
√

x2− x2z2+ xz داریم y = zx فرض با حل:

z+ xz′ = ±
√

1− z2+ z;

داریم نتیجه، در مͬ�رسیم. xz′ = ±
√

1− z2 پذیر ͷیͺتف معادلۀ به پس مͬ�شود. مربوط x علامت به ± که

dz
√

1− z2
= ±dx

x
,

پس ،z = y/x چون است. ثابت عددی C1 که ،arcsinz = C1 ± ln |x| داریم گیری، انتͽرال از پس و
تابع sin اینͺه به توجه با و C؛ = ±C1 فرض با .y = xsin(C1± ln |x|) یا z = sin(C1± ln |X|) بایستͬ

.y = |x|sin(C± ln |x|) مͬ�گیریم نتیجه است. فرد
و y = x و α = ±1 بنابراین است. α2 = 1 یا

√
1−α2+α = α معنͬ به h(α) = α معادلۀ طرفͬ از

از عبارتند E جوابهای مجموع در پس هستند. E خاص جوابهای y = −x

S =
{
y = |x|sin(C± ln |x|) : C ∈ R

}
∪

{
y = x,y = −x

}
.
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همͽن معادلات .۵.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کنید. حل را (x+ y)dx = (2y−3x)dy معادلۀ مثال .٨.۵.١

و dy = zdx+ xdz که مͬ�کنیم ملاحظه z = y/x فرض با حل:

(x+ xz)dx = (2xz−3x)(zdx+ xdz),
(1+ z)dx = (2z−3)(zdx+ xdz),

واقع در است؛ پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

2z−3
2z2−4z−1

dz = −dx
x
.

داریم: طرفین از گیری انتͽرال از پس

−
√

2
2

arctan
(√

2(z−1)
)
+

1
2

ln |2z2−4z−1| = − ln |x|+ 1
2

lnC,

داریم: z = y
x اینͺه به توجه با اکنون است. ثابت عددی C که

S : y = x+ x tan
 √2

2
ln{C(2y2−4xy+ x2)}

 .
2(α−1)2 +1 = 0 یا α(2α−3) = 1+α معنͬ به h(α) = α مسألۀ ،h(z) = 1+z

2z−3 مسأله این در چون
است. S توابع دسته همان دقیقاً εجواب پس است. حقیقͬ جواب گونه هر فاقد که است

کنید. حل را 2xydy = (x2+3y2)dx معادلۀ مثال .٩.۵.١

داریم: z = y/x فرض با پس نوشت. مͬ�توان 2
y
x

dy =
(
1+3

( y
x

)2
)

dx شͺل به را معادله این حل:

2z(zdx+ xdz) = (1+3z2)dx,

بنابراین است. ͷیͺتف معادله�ای که مͬ�رسیم؛ (1+ z2)dx = 2zxdz معادله به که

2zdz
1+ z2 =

dx
x
, ln |1+ z2| = ln |x|+ lnC1,

داریم: z = y/x دادن قرار با و

S : y2+ x2 = Ax,

معنͬ به h(α) = α معادلۀ h(α) =
1+3α2

2α
مساله این در چون بعلاوه است. دلخواه عددی A که

S همان دقیقاً شده داده دیفرانسیل معادلۀ جواب پس ندارد. حقیقͬ جواب دو که است α2 + 1 = 0
مͬ�باشد. بالا در شده معرفͬ

کنید. حل را E : xy′ = y(lny− ln x) معادلۀ مثال .١٠.۵.١
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل Y ′ = F
(

AX+BY+C
αX+βY+γ

)
شͺل به معادلات .۶.١

z =
y
x
فرض با .h(z) = z lnz پس .y′ = y

x
ln(

y
x

) بعلاوه .0 < y و 0 < x مسأله صورت به توجه با حل:
یا z+ xz′ = z lnz داریم

dz
z(lnz−1)

=
dx
x
.

بنابراین است. ثابت عددی C > 0 که ،ln | lnz− 1| = ln x+ lnC داریم طرفین، از گیری انتͽرال با
.y = xexp(Cx+1) داریم ،z = y/x اینͺه به توجه با .z = exp(Cx+1) یا lnz−1 =Cx

غیرممͺن اولͬ که lnα = 1 اینͺه یا و α = 0 یا پس است. α lnα = α معنͬ به h(α) = α معادلۀ اما
است شده داده دیفرانسیل معادلۀ خاص جواب ͷی y = ex بنابراین است. α = e معنͬ به دومͬ و است

داریم: مجموع، در و

S =
{
y = xexp(Cx+1) : C > 0

}
∪

{
y = ex

}
.

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .١١.۵.١

1) xy′ = y+ xcos2(y/x), 2) (x− y)dx+ xdy = 0,
3) x2 dy = (y2− xy+ x2)dx, 4) xy′ = y+

√
y2− x2,

5) 2x2y′ = x2+ y2, 6) (4x−3y)dx+ (2y−3x)dy = 0,
7) (y− x)dx+ (y+ x)dy = 0, 8) (x− y)xy′ = x2+ y2,

9)
(
y+

√
x2− xy

)
dx = xdy, 10) y′− y/x = cos(1− y/x).

y′ = f
( ax+by+c
αx+βy+γ

)
شͺل به معادلات ۶.١ بخش

کنیم: فرض تعریف .١.۶.١

E : y′ = f
(

ax+by+ c
αx+βy+γ

)
, (٨.١ )

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به عددی

△ =
∣∣∣∣∣∣ a b
α β

∣∣∣∣∣∣ = aβ−αb.

مͬ�نامیم. دو نوع از را آن صورت این غیر در و ͷی نوع از را E معادلۀ △ = 0 اگر

و α = au که دارد وجود u مانند عددی معادلات اینͽونه در ͷی نوع از معادلات حل روش .٢.۶.١
x و z حسب بر پذیر ͷیͺتف معادله�ای نتیجه مͬ�کنیم. استفاده z = ax + by + c تابع تغییر از .β = bu

بود. خواهد

کنید. حل را معادله این .E : (x+ y+1)dx+ (2x+2y−1)dy = 0 کنیم فرض مثال .٣.۶.١

جدید تابع z = x+ y+1 کنیم فرض است. ͷی نوع از E لذا و △ =
∣∣∣∣∣∣ 1 1

2 2

∣∣∣∣∣∣ = 0 مسأله این در حل:

بنابراین: .dy = dz−dx یا dz = dx+dy صورت این در است.

zdx+ (2z−3)(dz−dx) = 0,
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Y′ = F
(

AX+BY+C
αX+βY+γ

)
شͺل به معادلات .۶.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

است: پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

(z−3)dx = (2z−3)dz.

داریم: طرفین، از گیری انتͽرال ∫با {
2+

3
z−3

}
dz =

∫
dx. (٩.١ )

یا: 2z+3ln |z−3| = x+C1 بنابراین

x+2y+3ln |x+ y−2| =C,

x+y = 2 معادل z = 3 شرط .z , 3 که است ممͺن صورتͬ در (٩.١ ) بعلاوه است. ثابت عددی C که
از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین، مͬ�کند. صدق E معادلۀ در که است y = 2− x یا

S =
{
x+2y+3ln |x+ y−2| =C : C ∈ R,y , 2− x

}
∪

{
x+ y = 2

}
.

کنید. حل را E : (x− y−1)2 dx = (x− y+1)2 dy مثال .۴.۶.١

داریم: ،z = x− y−1 جدید تابع گرفتن نظر در با . △ =
∣∣∣∣∣∣ 1 −1

1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0 معادله این در حل:

z2 dx = (z−2)2(dx−dz),

است: پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

(z−2)2

4(1− z)
dz = dx. (١٠.١ )

داریم: (١٠.١ ) طرفین از گیری انتͽرال ∫با {
3− z+

1
1− z

}
dz =

∫
dx.

نتیجه در

3z− z2

2
− ln |z−1| = x+

C
2
,

داریم: ،z = x− y−1 اینͺه به توجه با و

2xy+6x = 8y+6+ x2+ ln |x− y−2|+C.

E خصوصͬ جواب ͷی y = x−2 اما .x , y+2 یا z , 1 که است ممͺن وقتͬ تنها (١٠.١ ) طرفͬ از
از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین، است.

S =
{
2xy+6x = 8y+ x2+ ln |x− y−2|+C : C ∈ R

}
∪

{
y = x−2

}
.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل Y ′ = F
(

AX+BY+C
αX+βY+γ

)
شͺل به معادلات .۶.١

معادلات دستͽاه حالت این در دو نوع از معادلات حل روش .۵.۶.١

ax+by+ c = 0, αx+βy+γ = 0,

است: یͺتا جواب دارای

x0 =

∣∣∣∣∣∣ −c b
−γ β

∣∣∣∣∣∣÷△ = bγ− cβ
aβ−αb

,

y0 =

∣∣∣∣∣∣ a −c
α −γ

∣∣∣∣∣∣÷△ = αc−aγ
aβ−αb

.

از ε معادلۀ نتیجه در مͬ�کنیم. استفاده Y = y− y0 جدید تابع و X = x− x0 جدید متغیر از اکنون
است: X و Y حسب بر همͽن معادله�ای که مͬ�گردد تبدیل زیر صورت به ١.۶.١

dY
dx
= f

(
aX+bY
αX+βY

)
.

کنید. حل را (2− x− y)dx = (x− y+4)dy معادلۀ مثال .۶.۶.١

دستͽاه حل با است. دوم نوع از شده داده معادلۀ لذا و △ =
∣∣∣∣∣∣ −1 −1

1 −1

∣∣∣∣∣∣ = 2 مسأله این در حل:

معادلات:

x+ y−2 = 0, x− y+4 = 0,

هستند. جدید تابع و متغیر ترتیب به Y = y−3,X = x+1 مͬ�کنیم فرض پس .y0 = 3, x0 = −1 داریم
از عبارتست جدید معادلۀ نتیجه، در

−(X+Y)dX = (X−Y)dY,

داریم: صورت، دراین .Z = Y/X کنیم فرض است. همͽن معادله�ای که

−(X+XZ)dX = (X−XZ)(Z dX+X dZ),

است: پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

1−Z
Z2−2Z−1

dZ =
dX
X
. (١١.١ )

داریم: طرفین، از گیری انتͽرال با

−1
2

ln |Z2−2Z−1| = ln X− 1
2

lnC,

داریم: Z = Y/X چون نتیجه، در است. ثابت عددی C که

Y2−2XY −X2 =C.

داریم: Y = y−3 و X = x+1 اینͺه به توجه با حال

(y− x+4)2−2(x+1)2 =C.
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Y′ = F
(

AX+BY+C
αX+βY+γ

)
شͺل به معادلات .۶.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

به .Y −X , ±
√

2X, x , 1 یعنͬ .Z2 − 2Z − 1 , 0,X , 0 که است ممͺن وقتͬ (١١.١ ) طرفͬ از
دیͽر بیان

x , −1, y , (1−
√

2)x+ (4+
√

2), y , (
√

2−1)x+ (4−
√

2).

E عمومͬ جواب بنابراین، نیست). E جواب x = −1) مͬ�کنند صدق E در اول خط دو هر طرفͬ از
از عبارتست

S =
{
(y− x+4)2−2(x+1)2 =C : C ∈ R

}
.

است. متناظر آخر خط دو به C = 0 حالت که شود توجه
کنید. راحل E : (x+ y−1)dx+ (x− y−2)dy = 0 مثال .٧.۶.١

معادلات: دستͽاه حل با است. دو نوع از E لذا و △ =
∣∣∣∣∣∣ 1 1

1 −1

∣∣∣∣∣∣ = −2 اینجا در حل:

2x+ y−1 = 0, x− y−2 = 0.

نتیجه، در مͬ�کنیم. استفاده Y = y−1 جدید تابع و X = x−1 جدید متغیر از .y0 = 1 و x0 = 1 داریم
همͽن: معادلۀ به

(2X+Y)dX+ (X−Y)dY = 0,

نتیجه: در .Z = Y/X مͬ�کنیم فرض حال مͬ�رسیم.

(2X+XZ)dX+ (X−XZ)(Z dX+X dZ) = 0,

است: پذیر ͷیͺتف معادله�ای که
Z−1

Z2−2Z−2
dZ = −dX

X
. (١٢.١ )

داریم: طرفین، از گیری انتͽرال با

1
2

ln |Z2−2Z−2| = − ln |X|+ 1
2

lnC,

داریم: ،Z = Y/X اینͺه به توجه با است. مثبت عددی C که

ln |Y2−2XY −2X2| = lnC.

پس: ،Y = y+1 و X = x−1 اما

(y− x+2)2−3(x−1)2 = ±C. (١٣.١ )

y− x+2,±
√

3(x−1) و x, 1 با معادل که Z2−2Z−2, 0,X , 0 استکه ممͺن وقتͬ (١٢.١ ) اما
در پس، مͬ�دهند. رخ بپذیریم، هم را C = 0 حالت (١٣.١ ) در اگر و هستند E جواب آخر خط دو است.

از عبارتست E عمومͬ جواب مجموع

S =
{
(y− x+2)2−3(x−1)2 =C : C ∈ R

}
.

کنید: حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .٨.۶.١

1) x+ y−2+ (1− x)y′ = 0,
2) (3y−7x+7)dx = (3x−7y−3)dy,
3) 2x+3y−5+ (3x+2y−5)y′ = 0,

4) 3x+4y−1+ (4x+2y+1)y′ = 0,
5) (x−2y−1)dx+ (3x−6y+2)dy = 0,
6) (y−3x)dx+ (x+ y)dy = 0.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ مͬ�شوندفصل تبدیل همͽن معادله�ای به Y = Zα تابع تغییر با که معادلاتͬ .٧.١

مͬ�شوند تبدیل همͽن معادله�ای به y = zα تابع تغییر با که معادلاتͬ ٧.١ بخش

تعیین طوری را α اکنون مͬ�رسیم. z و x برحسب معادله�ای به y = zα دادن قرار با موارد اینͽونه در
باشد. همͽن حاصل معادلۀ که مͬ�کنیم

کنید. حل را E : (x2y2−1)dy+2xy3 dx = 0 معادلۀ مثال .١.٧.١

لذا و dy = αzα−1 dz داریم y = zα فرض با حل:

(x2z2α−1)αzα−1 dz+2xz2α dx = 0. (١۴.١ )

مرتبه ͷی از همͽن آن جملۀ دو است لازم پس باشد، (3α+1 مثلا́ مرتبه�ای (از همͽن dz ضریب بایستͬ
صورت این در .α = −1 باید پس است. α−1 مرتبۀ از −αzα−1,3α+1 مرتبۀ از αx2z2α−1 چون باشند.

صورت به (١۴.١ )

α(x2/z2−1)z−2 dz+2xz−3 dx = 0,

صورت این در .u = z/x مͬ�کنیم فرض اکنون است. همͽن معادله�ای که مͬ�آید در

(1/u2−1)
1

x2u2 (xdu+udx)+
2

x2u3 dx = 0,

است: پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

x(u2−1)du+ (u3+u)dx = 0,

نتیجه در و

u−1
u3+u

du = −dx
x
. (١۵.١ )

داریم طرفین از گیری انتͽرال ∫با {
2u

u2+1
− 1

u

}
du = −

∫
dx
x
.

داریم نتیجه، در

ln(u2+1)− ln |u| = − ln |x|+ lnC1,

صفر مخالف عددی C که ،z2+ x2 =Cx پس ،u = z/x اما است. مثبت عددی x(u2+1) = ±C1u یا
پس ،z = 1/y طرفͬ از است.

1+ x2y2 =Cxy2.

که 1
xy , 0, x , 0 یا و u , 0, x , 0 یعنͬ .u3 +u , 0, x , 0 که است ممͺن صورتͬ در (١۵.١ ) اما

است. E خصوصͬ جواب y = 0 که حالتͬ در .y , 0 است لازم
از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین،

S =
{
1+ x2y2 =Cy2 : C , 0

}
∪

{
y = 0

}
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مͬ�شوند تبدیل همͽن معادله�ای به Y = Zα تابع تغییر با که معادلاتͬ اول٧.١. مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کنید. حل را E : 2xy′(x− y2)+ y3 = 0 معادلۀ مثال .٢.٧.١

داریم y = zα فرض با حل:

2x(αzα−1 dz)(x− z2α)+ z2α dx = 0.

یعنͬ باشند. مرتبه هم −2αxz3α−1 و 2αx2zα−1 جملۀ بایستͬ

3α = α+1.

صورت این در .0 ≤ z است لازم و α = 1
2 پس

2αx2z−1/2 dz−2αxz1/2 dz+ z3/2 dx = 0

داریم u = z/x فرض با است. همͽن معادله�ای که

1−u1/2

u2−u−3/2+u
du = −dx

x
. (١۶.١ )

داریم v = u1/2 چون

2
∫

v−1
v3− v2+ v

dv =
∫

dx
x
.

داریم طرفین، از گیری انتͽرال با

ln |v2− v+1|+
√

2arctan
 √2

2
(2v−1)

−2ln |v| = ln |x|+ lnC,

داریم: بنابراین، .v = y/
√

x اینجا در که

ln |y2− y
√

x+ x|+
√

2arctan
 √2

2
√

x
(2y−

√
x)

 = ln |Cx|+2lny,

با معادل این .u2 − u3/2 + u , 0 و x , 0 که است مجاز صورتͬ در (١۶.١ ) اما .0 < C آن در که
عبارتست E عمومͬ جواب همچنین است. E خصوصͬ جواب ͷی y = 0 طرفͬ از است. y , 0, x , 0

.y = 0 همراه به (؟؟) خانوادۀ از

کنید: حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .٣.٧.١

1) 4y6+ x3 = 6xy5y′, 2) y
(
1+

√
x2y4+1

)
dx+2xdy = 0,

3)
(
x+ y3

)
dx+3

(
y2− x

)
y2 dy = 0, 4) 3

(
x2− y6

)
dy = xydx,

5)
(
x2− xz4+ z8

)
dx+8z7

(
x2+ xz4+ z8

)
dz = 0,

6)
(
2xy2− x

)
dx+

(
x2y+ y

)
dy = 0.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل اول مرتبه خطͬ معادلۀ .٨.١

اول مرتبه خطͬ معادلۀ ٨.١ بخش

شͺل به دیفرانسیل معادلۀ تعریف .١.٨.١

E : y′+ p(x)y = q(x), (١٧.١ )

هستند. x از دلخواه توابعͬ q و p که مͬ�نامیم، اول مرتبه خطͬ را

است روشن باشد. E معادلۀ همͽن شͺل Eh : y′+ p(x)y = 0 فرضمͬ�کنیم ابتدا روشحل .٢.٨.١
از عبارتست آن جواب و است پذیر ͷیͺتف معادله این که

yh = exp
(
−
∫

p(x)dx
)
,

شͺل به y مسأله جواب کنیم فرض حال است. ثابت عددی C که

y =C(x)exp
(
−
∫

p(x)dx
)
,

داریم: (١٧.١ ) در y دادن قرار با صورت این در است!

q(x) =
(
C′(x)− p(x)C(x)

)
exp

(
−
∫

p(x)dx
)
+ p(x)C(x)exp

(
−
∫

p(x)dx
)
,

C′(x) = q(x)exp
(∫

p(x)dx
)
,

C(x) =

∫
q(x)exp

(∫
p(x)dx

)
dx.

داریم: مجموع، در پس

y =
1
h

(∫
hqdx+C

)
, h = exp

(∫
pdx

)
. (١٨.١ )

کنید. حل را E : y′+2xy = 2xe−x2 معادلۀ مثال .٣.٨.١

داریم: (١٧.٢ ) به توجه با حل:

h = exp
(∫

pdx
)

= exp
(∫

2xdx
)
= ex2

y =
1

ex2

(∫
ex2

2xe−x2
dx+C

)
= e−x2

(∫
2xdx+C

)
= e−x2 (

x2+C
)
.
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اول مرتبه خطͬ معادلۀ .٨.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کنید: حل را زیر مسألۀ مثال .۴.٨.١

E : x(x−1)y′+ y = x2(2x−1), y(2) = 4.

نتیجه: در .p = 1
x(x−1)

و q = x
2x−1
x−1

مسأله این در حل:

h = exp
(∫

dx
x(x−1)

)
= exp

(∫ {
−1
x
+

1
x−1

}
dx

)
= exp(− ln |x|+ ln |x−1|) = x−1

x
,

y =
x

x−1

(∫
x−1

x
x

2x−1
x−1

dx+C
)

=
x

x−1

(∫
(2x−1)dx+C

)
=

x
x−1

(x2− x+C).

از عبارتست E عمومͬ جواب مجموع در پس

S : y = x2+
Cx

x−1
.

است. y = x2 مسأله جواب لذا و C = 0 پس ،y(2) = 4 اما

کنید. حل را E :
dy
dx
=

1
xcosy+ sin2y

معادلۀ مثال .۵.٨.١

بدانیم، y از تابعͬ را x اگر یعنͬ، نوشت. مͬ�توان dx
dy
= xcosy+ sin2y صورت به را مسأله این حل:

حالت: این در داریم. اول مرتبه خطͬ معادلۀ ͷی

q = sin2y, p = −cosy.

داریم: نتیجه، در

h = exp
(∫

p(y)dy
)

= exp(−cosydy) = exp(−siny),

x =
1
h

(∫
hq(y)dy+C)

)
= exp(siny)

(∫
sin2ye−siny dy+C

)
(1)
= en

(
−2

∫
ue−u du+C

)
= eu (

2(u+1)e−u+C
)
.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل برنولͬ معادلۀ .٩.١

از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین،

S : x = 2(siny+1)+Cesiny,

.u = siny است فرضشده (١) در که

باشد. کراندار (0;∞) در که بیابید y′− y = cos x− sin x معادلۀ از جوابͬ مثال .۶.٨.١

که مͬ�گردد ملاحظه مسأله، این در حل:

h = exp
(∫
−1dx

)
= e−x,

y = e+x
(∫

e−x(cos x− sin x)dx+C
)

= ex (e−x sin x+C
)

= Cex + sin x.

C = 0 که است لازم پس نیست، کراندار و مͬ�شود بینهایت lim
x→∞

y آنͽاه ،C , 0 اگر که مͬ�شود ملاحظه
است. شده خواسته جواب y = sin x لذا و

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .٧.٨.١

1) y′+2y = e−x, 2) y′+2xy = 3e−x2
,

3) y′−2xy = 2xex2
, 4) xy′−2y = x3 cos x,

5) y′ = 1/(2y lny+ y− x), 6) y′x ln x− y = 3x3 ln2 x,
7) y′+ xexy = e(1−x)ex

, 8) y′ = 1/
(
xey+2yeey)

,

9) y′− cot xy = csc x, 10) y′ = 3y tan x+2.

کنید: حل را زیر مسائل از ͷی هر

11) xy′ = 2y− x2, y(1) = 0

12) sinθ
dr
dθ
+ r cosθ = 0, r(

π

4
) =
√

2,

13) xy′+2y = x2, y(−1) = 5/4,
14) y′ cos x− ysin x = 2x, y(0) = 0,
15) 2xy′− y = 1−2/

√
x, limx→+∞ y(x) = −1,

16) x2y′+ y = 2x, limx→0 y(x)کراندار,
17) y′ cos x+ sin2x = ysin x, limy→0 x(y) = π

2 .

برنولͬ معادلۀ ٩.١ بخش

اول مرتبه معادلۀ تعریف .١.٩.١
E : y′+ p(x)y = q(x)yn, (١٩.١ )

مͬ�نامند. برنولͬ معادلۀ اصطلاحاً را است ١ و ٠ مخالف و حقیقͬ عددی n که
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برنولͬ معادلۀ .٩.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

خواهد خطͬ اول مرتبه معادله ͷی حاصل کنیم استفاده z = y1−n تابع تغییر از اگر روشحل .٢.٩.١
شد.

کنید. حل را E : y′− ycos x = y2 cos x معادلۀ مثال .٣.٩.١

نتیجه در مͬ�کنیم. استفاده z = y1−2 = 1/y جدید تابع از پس ،n = 2 اینجا در حل:

− z−2z′− z−1 cos x = z−2 cos x. (٢٠.١ )

داشت: خواهیم کنیم، ضرب −z2 در را تساوی این طرفین چنانچه

z′+ zcos x = −cos x,

نتیجه: در است. اول مرتبۀ خطͬ معادلۀ ͷی که

h = exp
(∫

cos xdx
)
= exp(sin x),

z =
1

exp(sin x)

(∫
exp(sin x)(−cos x)dx+C

)
= exp(−sin x)(−exp(sin x)+C)
= Ce−sin x −1.

:(y , 0 است فرضشده (٢٠.١ ) (در از عبارتست E عمومͬ جواب پس ،z = 1/y اما

S =
{
y = 1/

(
Ce−sin x−1

)
: C ∈ R

}
∪

{
y = 0

}
.

کنید. حل را E : y′ = xy− xy3 معادلۀ مثال .۴.٩.١

و y = z−1/2 صورت این در مͬ�کنیم. استفاده z = y1−3 = 1/y2 تابع تغییر از پس ،n = 3 اینجا در حل:
از است عبارت شده، داده معادلۀ

− 1
2

z−3/2z′ = xz−1/2− xz−3/2. (٢١.١ )

داشت: خواهیم کنیم، ضرب −2z3/2 در را تساوی این طرفین اگر

z′+2xz = 2x,

داریم: بنابراین، است. اول مرتبۀ خطͬ معادلۀ ͷی که

h = exp
(∫

2xdx
)
= exp

(
x2

)
,

z =
1

exp(x2)

(∫
exp

(
x2

)
2xdx+C

)
= e−x2

(
ex2
+C

)
= 1+Cex2

.

از عبارتست E عمومͬ جواب پس ،z = 1/y2 اما

S =
{
y2(1+Cex2

) = 1 : C ∈ R
}
∪

{
y = 0

}
.

است. شده اضافه y = 0 دلیل همین به ،y , 0 بود ده فرض (٢١.١ ) در اینͺه توضیح
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل ریͺاتͬ معادلۀ .١٠.١

کنید. حل را y′−2yex = 4
√

yex معادلۀ مثال .۵.٩.١

اینͺه نتیجه مͬ�کنیم. استفاده z = y1−1/2 =
√

y تابع تغییر از پس ،n = 1
2 مسأله این در حل:

2zz′−2z2ex = 4zex. (٢٢.١ )

مͬ�گیریم: نتیجه ،2z بر طرفین تقسیم با

z′−2exz = 2ex,

بنابراین: است. اول مرتبه خطͬ معادلۀ ͷی که

h = exp
(∫
−2ex dx

)
= exp

(−2ex) ,
z = exp

(
2ex) (∫ exp

(−2ex)×2ex dx+C
)

= exp
(
2ex) (−exp

(
2ex)+C

)
= C exp

(
2ex)−1.

از عبارتست شده داده معادله عمومͬ جواب بنابراین ،z = √y طرفͬ از

S =
{
y =

(
C exp

(
2ex)−1

)2 : C ∈ R
}
∪

{
y = 0

}
.

نموده�ایم فرض یعنͬ کرده�ایم، تقسیم 2z بر را طرفین (٢٢.١ ) در که آمد وجود به رو این از y = 0 جواب
است. مسأله خصوصͬ جواب ͷی که است y = 0 معنͬ به z = 0 .z , 0 که

کنید: حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .۶.٩.١

1)
(
x3+ ey

)
y′ = 3x2 2), y′+2xy = y2 exp

(
x2

)
,

3) y′+ y = y2/3, 4)
(
x2+ y2+1

)
dy+ xydx = 0,

5) 2y′ ln x+
y
x
=

cos x
y

, 6) 2y′ sin x+ ycos x = y3 sin2 x,

7) y′+ xy = xy−3, 8) y′ = y+ y2e−x,
9) y′+ xy3e−2x = y, 10) xdy = y(xy−1)dx,
11) xy′+ y+ x2y2ex = 0, 12) xy′ = x2y2− y.

ریͺاتͬ معادلۀ ١٠.١ بخش

خطͬ غیر اول مرتبه معادلۀ تعریف .١.١٠.١

E : y′+ p(x)y+q(x)y2 = r(x), (٢٣.١ )

مͬ�نامند. ریͺاتͬ معادلۀ ،(١٧۵۴-١۶٧۶) ریͺاتͬ فرانچسͺو ژاکوپو کنت ایتالیایͬ ریاضیدان افتخار به را

شد. خواهد اول مرتبه خطͬ نوع از q ≡ 0 اگر و مͬ�شود برنولͬ نوع از E معادلۀ r ≡ 0 اگر که است روشن
نیستند. صفر q و r مͬ�شود فرض پس
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ریͺاتͬ معادلۀ .١٠.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

تابع از صورت این در است، E معادلۀ خصوصͬ جواب ͷی y = y1 کنید فرض حل روش .٢.١٠.١

خطͬ معادلۀ ͷی به جایͽذاری از پس .u = 1
y−y1

یا y = y1+
1
u

که مͬ�کنیم استفاده u = u(x) جدید

مͬ�رسیم: اول مرتبه

u′− (p+2y1q)u = q.

عمومͬ جواب است، x2y′+y2 = xy+ x2 معادلۀ از جواب ͷی y1 = x بدانیم چنانچه مثال .٣.١٠.١
بیابید. را آن

مͬ�کنیم فرض پس .r = 1 و q = 1/x2 و p = −1/x یعنͬ ،y′− ( 1
x )y+ ( 1

x2 )y2 = 1 مسأله این در حل:
صورت: این در .y = x+1/u یا u = 1/(y− x)(

1− u′

u2

)
−

(1
x

)(
x+

1
u

)
+

( 1
x2

)(
x+

1
u

)2
= 1,

بنابراین است. اول مرتبه خطͬ معادلۀ ͷی که ،u′− 1
x

u =
1
x2 کردن ساده از پس یا

h = exp
(∫
−1

x
dx

)
= exp(− ln x) =

1
x
,

u = x
(
−
∫

1
x
.

1
x2 dx+C

)
= x

(
x−2

−2
+C

)
=Cx− 1

2x
.

از عبارتست شده داده مسألۀ جواب پس ،y = x+1/u اما

S : y = x+
2x

Cx2−1
.

است. آن جوابخصوصͬ ͷی y1 = ex و E : y′−y2+2exy = e2x+ex فرضکنید مثال .۴.١٠.١
کنید. حل را E

صورت این در ،y = ex+1/u کنیم فرض حل:

ex −u′/u2−
(
eu+

1
u

)2
+2ex

(
ex +

1
u

)
= e2x + ex − u′

u2 −
1
u2 = 0.

از عبارتست E عمومͬ جواب نتیجه در ،y = ex +1/u اما .u =C−u یا u′ = −1 بنابراین

S : y = ex+
1

C− x
.

و باشند ریͺاتͬ معادلۀ ͷی از متفاوت خصوصͬ جواب دو y2,y1 اگر که دهید نشان مثال .۵.١٠.١
از عبارتست مفروض معادلۀ عمومͬ جواب آنͽاه باشد، q(x) برابر y2 ضریب

S :
y− y1

y− y2
=C exp

(∫
q(x))y2− y1)dx

)
.

٣۴ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل ریͺاتͬ معادلۀ .١٠.١

کم با پس y′1 + py1 + qy2
1 = r بایستͬ فرض مطابق است، ١-١٠-١ در معادلۀ E کنیم فرض حل:

داریم: ،E از معادله این کردن

(y− y1)′+ p(y− y1)+q(y2− y2
1) = 0. (٢۴.١ )

داریم: مشابه، صورت به

(y− y2)′+ p(y− y2)+q(y2− y2
2) = 0. (٢۵.١ )

کم هم از را حاصل معادلات و کرده تقسیم y− y2 بر را (٢۵.١ ) معادلۀ و y− y1 بر را (٢۴.١ ) معادلۀ
مͬ�کنیم:

(y− y1)′

y− y1
− (y− y2)′

y− y2
+q(y− y) = 0,

(ln(y− y1))′− (ln(y− y2))′+1(y− y) = 0,(
ln

(
y− y1

y− y2

))′
= q(y2− y1).

مͬ�شود. حاصل طرفین از گیری انتͽرال با نظر، مورد نتیجۀ که

هستند، y′ + y2 = m2

x4 معادلۀ خصوصͬ جواب 1/x±m/x2 بدانیم که صورتͬ در مثال .۶.١٠.١
بیابید. را آن عمومͬ جواب

داریم: ٣ مثال به توجه با حل:

y−1/x−m/x2

y−1/x+m/x2 =C exp
(∫

2m
x2 dx

)
,

yx2− x−m
yx2− x+m

=C exp
(
−2m

x

)
,

را آن عمومͬ جواب باشد، شده داده معادلۀ خصوصͬ جواب ͷی y1 که صورتͬ در تمرینات .٧.١٠.١
بیابید.

1) y′e−x + y2−2yex = 1− e2x, y1 = ex,

2) y′+ y2−2ysin x+ sin2 x = cos x, y1 = sin x,
3) xy′− y2+ (2x+1)y = x2+2x, y1 = x,
4) x2y′ = x2y2+ xy+1, y1 = −1/x,
5) y′ = 1+ y/x− y2/x2, y1 = x,
6) y′ = x3(y− x)2+ y/x, y1 = x,
7) y′ = −2/x+ (1/x−2)y− y2, y1 = 2, x > 0,
8) y′ = x3+2y/x− y2/x, y1 = −x2,
9) y′ = xy2+ (1−2x)y+ x−1, y1 = 1.
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کامل دیفرانسیل معادلۀ .١١.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کامل دیفرانسیل معادلۀ ١١.١ بخش

صورت به عبارتͬ دیفرانسیلͬ، یͷعبارت از منظور تعریف .١.١١.١

η = P(x,y)dx+Q(x,y)dy,

z = f (x,y) متغیره دو تابعͬ که گوییم کامل را η صورتͬ در هستند. متغیره دو توابعͬ Q و P که است
باید: معادل، بطور یا .d f = η که گردد یافت چنان

∂ f
∂x
= P(x,y),

∂ f
∂y
= Q(x,y).

کامل آن سمتچپ دیفرانسیلͬ عبارت که گوییم کامل صورتͬ در را Pdx+Qdy = 0 دیفرانسیل معادله
باشد.

وجود چنان X0 ∈ D هر ازای به که گوییم باز صورتͬ در را R2 از D مجموعۀ زیر تعریف .٢.١١.١
که گردد یافت چنان 0 < ε عددی X0 ∈ D هر ازای به که باشد داشته

∀X : ∥X−X0∥ < ε =⇒ X ∈ D.

داشته وجود چنان X0 ∈ D نقطه�ای که گوییم شͺل ستاره صورتͬ در را مجموعه این شود. توجه شͺل به
شود. توجه شͺل به باشد. داشته قرار D در XX0 خط پاره ای X ∈ D هر ازای به که باشد

. Py = Qx که گوییم دقیق صورتͬ در را η = Pdx+Qdy دیفرانسیلͬ عبارت تعریف .٣.١١.١

آنͽاه ، fy = Q و fx = P که باشد ای f اگر زیرا است، دقیق کامل عبارت هر که است روشن

Py = ( fx)y = fxy = fyx = ( fy)x = Qx.

نباشد. درست است ممͺن کلͬ حالت در مطلب این عͺس اما

پذیر مشتق D بر Q و P توابع و باشد شͺل ستاره و باز D مجموعۀ اگر (پوانͺاره) قضیه .۴.١١.١
D بر ای f یعنͬ است. کامل آنͽاه باشد، دقیق η = Pdx+Qdy عبارت اگر صورت این در باشند،

. fy = Q و fx = P که هست
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل کامل دیفرانسیل معادلۀ .١١.١

مشتق D بر Q و P توابع و است شͺل ستاره و باز مجموعه�ای D کنید فرض نتیجه .۵.١١.١
متغیرۀ دو تابع بنابراین، است. کامل Pdx+Qdy = 0 دیفرانسیل معادله آنͽاه ،Py = Qx اگر پذیرند.
معادله عمومͬ جواب صورت این در . fy = Q و fx = P که نحوی به دارد وجود D بر z = f (x,y)

ll.است دلخواه عددی C که S : f (x,y) =C از عبارتست نظر مورد دیفرانسیل

معادلۀ مثال .۶.١١.١
E : (x3+ xy2)dx+ (x2y+ y3)dy = 0

کنید. حل را

کامل معادله این ،Py = 2xy = Qx چون .D = R2 و P = x3+ xy2 و Q = x2y+y3 مسأله این در حل:
که هست ای z = f (x,y) پس است.

 fx = x3+ xy2,

fy = x2y+ y3,

(1)
=⇒


f =

1
4

x4+
1
2

x2y2+A(y),

f =
1
2

x2y2+
1
4

y3+B(x).
(٢۶.١ )

و گرفته�ایم انتͽرال y به نسبت دوم معادلۀ طرفین از و x به نسبت اول معادلۀ طرفین از (١) در اینͺه توضیح

که B(x)=
1
4

x4+C2 و (y)= 1
2 y4+C1 که مͬ�گیریم نتیجه (٢۶.١ ) مقایسۀ با دلخواهند. توابعͬ B و A

C3 که است f =
1
4

x4+
1
4

y4+
1
2

x2y2+C3 از عبارت f پسصورتکلͬ هستند. ثابت C2اعداد C1و

.x4+y4+2x2y2 =C4 از عبارتاست شده داده دیفرانسیل معادله پسجوابعمومͬ ثابتاست. عددی
داریم ،C ≥ 0 که ،C4 =C4 فرض با

S : x2+ y2 =C2,

مرکز به دوایر همه و مبداء از عبارتند معادله این جوابهای نمودار یعنͬ، است. نامنفͬ و دلخواه Cعددی که
مبداء. در

معادلۀ مثال .٧.١١.١

E :
(
2x+

x2+ y2

x2y

)
dx− x2+ y2

xy2 dy = 0

کنید. حل را

مسأله این در حل:

P = 2x+
x2+ y2

x2y
, Q =

x2+ y2

xy2 , D : x , 0 , y.

قسمت چهار به را آن نیست. شͺل ستاره D مجموعۀ اما −1/y2+1/x2 = Py = Qx که مͬ�شود ملاحظه
نمود: تقسیم مͬ�توان شͺل ستاره و باز

D = D++∪D+−∪D−+∪D−−,

D++ : 0 < x, 0 < y,
D+− : 0 < x, 0 > y,
D−+ : 0 > x, 0 < y,
D−− : 0 > x, 0 > y,
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کامل دیفرانسیل معادلۀ .١١.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

آنͽاه: ، fy = Q و fx = P اگر است. جواب دارای مجموعه�ها از ͷی هر بر معادله ۵.١١.١ به بنا پس
fx = 2x+

x2+ y2

x2y

fy = −
x2+ y2

xy2

=⇒


f = x2+

x
y
− y

x
+A(y)

f =
x
y
− y

x
+B(x)

توابع از عبارتست شده داده معادلۀ عمومͬ جواب بنابراین، . f = x2 + x/y− y/x داریم آنها بامقایسۀ و
زیر: شرح به ضمنͬ ضابطه�ای چهار

S :



x2+
x
y
− y

x
=C1, 0 < x, 0 < y اگر

x2+
x
y
− y

x
=C2, 0 < x, 0 > y اگر

x2+
x
y
− y

x
=C3, 0 > x, 0 < y اگر

x2+
x
y
− y

x
=C4, 0 > x, 0 > y اگر

معادلۀ مثال .٨.١١.١

E :
y+ sin xcos2 xy

cos2 xy
dx+

(
x

cos2 xy
+ siny

)
dy = 0,

کنید. حل را

از عبارتست مذکور معادلۀ دامنۀ حل:

D : cos xy , 0 : xy , kπ+
π

2
,k ∈ Z,

شͺل ستاره آنها ترین داخلͬ بجز کدام هیچ که مͬ�باشد جدا هم از باز مجموعۀ بینهایت از اجتماعͬ که
است: کامل معادله حال این با نیست.

Py = Qx =
1

cos2 xy
+ y

(
1+ tan2(xy)

)
= (1+2tan(xy))× (1+ tan2(xy)).

که هست ای f ،D از شͺل ستاره مجموعۀ زیر هر بر بعلاوه،
fx =

y
cos2 xy

+ sin x,

fy =
x

cos2 xy
+ siny,

=⇒
{

f = tan(xy)− cos x+A(y),
f = tan(xy)− cosy+B(y).

داریم: مقایسه از پس و

S : tan(xy) = cos x+ cosy+C.

است همبند D مͬ�گوییم صورتͬ در است. صفحه از زیرمجموعه�ای D کنید فرض تعریف .٩.١١.١
روشن شود. توجه زیر شͺل به باشد. داشته قرار D در C داخل کل ،D در C بستۀ منحنͬ هر ازای به که

است. غلط آن عͺس ولͬ است ساده همبند شͺل ستاره مجموعۀ هر که است
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل انتͽرال فاکتور .١٢.١

مشتقپذیر D Gبر و P توابع و باشد باز و ساده همبند D اگر پوانͺاره) قضیۀ (تعمیم قضیه .١٠.١١.١
است. کامل D بر Pdx+Qdy = 0 معادلۀ آنͽاه Py = Qx و باشند

کنید: حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .١١.١١.١

1) x(2x2+ y2)+ y(x2+2y2)y′ = 0,
2) (3x2+6xy2)dx+6x2y+4y3)dy = 0,

3)

 x√
x2+ y2

+
1
x
+

1
y

 dx+

 y√
x2+ y2

+
1
y
− x

y2

 dy = 0,

4)
(
2x+

x2+ y2

x2y

)
dx =

x2+ y2

xy2 dy,

5)
(

sin2x
y
+ x

)
dx+

(
y− sin2 x

y2

)
dy = 0,

6) (3x2−2x− y)dx+ (2y− x+3y2)dy = 0,
7) y(x2+ y2+a2)dy+ x(x2+ y2−a2)dx = 0,
8) (3x2y+ y3)dx+ (x3+3xy2)dy = 0,

9)
(
siny+ ysin x+

1
x

)
dx+

(
xcosy− cos x+

1
y

)
dy = 0,

10)
xdx+ ydy√

x2+ y2
+

xdy− ydx
x2 = 0.

انتͽرال فاکتور ١٢.١ بخش

این گردد. تبدیل کامل معادلۀ ͷی به آن، در تابعͬ کردن ضرب با اما نباشد، کامل معادله ͷی است ممͺن
مͬ�نامند. انتͽرال فاکتور اصطلاحاً را تابع

معادلۀ انتͽرال فاکتور ͷی صورتͬ در را µ = µ(x,y) تابع تعریف .١.١٢.١

E : P(x,y)dx+Q(x,y)dy = 0.

حاصلضربͬ: معادلۀ که گوییم

Ee : µ(x,y)P(x,y)dx+µ(x,y)Q(x,y) = 0, (٢٧.١ )

باشد. کامل

اغلب در آنͽاه بیابیم، آن برای انتͽرالͬ فاکتور بتوانیم و باشد، اختیار در کاملͬ غیر معادله چنانچه
واقع در هستند. ͬͺی اولیه معادله جوابهای با حاصله کامل معادله جوابهای موارد

صفر مخالف I دامنه بر که است Ei معادله برای انتͽرالͬ فاکتور µ(x,y) کنید فرض قضیه .٢.١٢.١
برابرند. هم با I بر Ee و Ei جوابهای مجموعه صورت این در باشد. شده کامل معادله Ee و است

،1/(x+ y)2 توابع نیست. کامل E : (x− y)dx+ (x+ y)dy = 0 دیفرانسیل معادله مثال .٣.١٢.١
حاصل، معادله عمومͬ جواب هستند! آن انتͽرال فاکتور دیͽر، توابع بسیاری و 1/(x2+y2) ،1/(x−y)2

از است عبارت
1
2

ln
(
x2+ y2

)
− arctan

(
x
y

)
=C.
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انتͽرال فاکتور .١٢.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

نیست. بفرد منحصر وجود صورت در µ انتͽرال فاکتور نتیجه، در

از عبارتست Ee بودن کامل برای لازم شرط حل روش .۴.١٢.١

∂

∂y
(µP) =

∂

∂x
(µQ),

یا و

Ei : P
∂(lnµ)
∂y

−Q
∂(lnµ)
∂x

= Qx −Py, (٢٨.١ )

حدس با اغلب است! E خود از دشوارتر اغلب آن حل و است جزئͬ مشتقات با معادلۀ ͷی Ei البته که
مͬ�شود. یافت است) کافͬ (که µͷی حداقل ،µ کلͬ تیپ زدن

تابعͬ (Py−Qx)/Q بایستͬ صورت این در باشد. x از تابعͬ µ اگر ( x از تابعͬ µ) نتیجه .۵.١٢.١
بعلاوه و باشد x از فقط

µ(x) = exp
(∫

Py−Qx

Q
dx

)
. (٢٩.١ )

کنید. حل را E : (x+ y2)dx = 2xydy معادلۀ مثال .۶.١٢.١

باید: ۵.١٢.١ به بنا پس دارد. µ(x) شͺل به انتͽرال فاکتور ͷی ε کنید فرض حل:

µ(x) = exp
∫ (x+ y2)y− (−2xy)x

−2xy
dx


= exp

(∫
2y+2y

2xy
dx

)
= exp

(∫
2dx

x

)
=

1
x2 .

از عبارتست E شدۀ کامل صورت پس

Ee :
x+ y2

x2 dx− 2y
x

dy = 0.

را Ee کامل معادلۀ است. E مسألۀ جواب ͷی x = 0 که حالͬ در ،x , 0 کرده�ایم فرض که شود توجه
مͬ�کنیم: حل

fx =
x+ y2

x2 ,

fy = −
2y
x
,

=⇒


f = ln |x| − y2

x
+A(y),

f = −y2

x
+B(y),

از عبارتست E عمومͬ جواب پس . f = ln |x| − y2

x
داریم مقایسه با و

S =
{
x ln |x| = y2+ xC

∣∣∣∣C ∈ R, x , 0
}
∪

{
x = 0

}
.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل انتͽرال فاکتور .١٢.١

کنید. حل را E : (x4 ln x−2xy3)dx+3x2y2 dy = 0 معادلۀ مثال .٧.١٢.١

داریم: است، x از تابعͬ شͺل به E انتͽرال فاکتور اینͺه فرض با حل:

µ(x) = exp
∫ (x4 ln x−2xy3)y− (3x2y2)x

3x2y2 dx


= exp
(
−4

∫
dx
x

)
=

1
x4 .

از عبارتست E شدۀ کامل شͺل پس

Ee :
(
ln x−2

y3

x3

)
dx+3

y2

x2 dy = 0.

مͬ�کنیم: حل را Ee اکنون نمͬ�آورد. پیش مشͺلͬ و نیست E دامنۀ در x= 0 اما .x, 0 فرضکرده�ایم البته،
f = ln x−2

y3

x3 ,

f = 3
y2

x2 ,

=⇒


f = x ln x− x+

y3

x2 +A(y),

f =
y3

x2 +B(x).

از عبارتست E عمومͬ جواب پس . f = x ln x− x+ y3/x2 داریم آنها، مقایسۀ با و

S : x ln x+
y3

x2 = x+C, x > 0.

تابعͬ (Qx −Py)/P بایستͬ صورت این در باشد، y از تابعͬ µ اگر (y از تابعͬ µ) نتیجه .٨.١٢.١
بعلاوه: و باشد y فقط از

µ(y) = exp
(∫

Qx −Py

P
dy

)
. (٣٠.١ )

کنید. حل را E : 2xy lnydx+ (x2+ y2
√

y2+1)dy = 0 معادلۀ مثال .٩.١٢.١

داریم: بپذیرد، µ(u) شͺل به انتͽرال فاکتور ͷی E چنانچه حل:

µ(y) = exp

∫
(
x2+ y2

√
y2+1

)
x
− (−2xy lny)y

2xy lny
dy


= exp

(∫ −2x lny
2xy lny

dy
)

= exp
(∫ −dy

y

)
=

1
y
.

از عبارتست E شدۀ کامل شͺل پس

Ee : 2x lnydx+
(

x2

y
+ y

√
y2+1

)
dy = 0.
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انتͽرال فاکتور .١٢.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

مͬ�کنیم: حل را کامل معادلۀ این
fx = 2x lny,

fy =
x2

y
+ y

√
y2+1,

=⇒

 f = x2 lny+A(y),

f = x2 lny+
1
3

(y2+1)3/2+B(x).

داریم: آنها، مقایسۀ با

f = x2 lny+
1
3

(y2+1)3/2+ثابت.

از عبارتست E معادلۀ عمومͬ جواب پس

S : 3x2 lny+ (y2+1)3/2 =C, y > 0.

کنید. حل را E : (1+ x)ex dx = (−yey+ xex)dy معادلۀ مثال .١٠.١٢.١

بایستͬ: باشد، داشته µ(y) شͺل به انتͽرال فاکتور ͷی E اگر حل:

µ(y) = exp
(∫

(yey− xex)x− ((1+ x)ex)y

(1+ x)ex dy
)

= exp
(∫ −(1+ x)ex

(1+ x)ex dy
)

= exp
(∫
−dy

)
= e−y.

از عبارتست E شدۀ کامل شͺل پس

Ee : (1+ x)ex−y dx+ (y− xex−y)dy = 0.

مͬ�کنیم: حل را کامل معادلۀ این

{
fx = (1+ x)ex−y,
fy = y− xex−y,

=⇒


f = xex−y+A(y),

f =
y2

2
+ xex−y+B(x).

مͬ�گیریم: نتیجه آنها، مقایسۀ با

f =
y2

2
+ xex−y+ثابت.

از عبارتست E عمومͬ جواب پس

S : y2+2xex−y =C.

معادلۀ صورت این در باشد، u = u(x,y) از تابعͬ µ اگر (u = u(x,y) از تابعͬ µ) نتیجه .١١.١٢.١
شͺل به Ei

P
∂u
∂y

dµ
du
−Q

∂u
∂x

dµ
du
= Qx−Py,
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل انتͽرال فاکتور .١٢.١

نتیجه در و است

dµ
µ
=

Qx −Py

P.uy−Q.ux
du.

باشد: u از فقط تابعͬ بالا، در du ضریب که است پذیر حل صورتͬ در معادله این

µ = exp
(∫

Qx−Py

P.uy−Q.ux
du

)
. (٣١.١ )

معادلۀ بدانیم که صورتͬ در مثال .١٢.١٢.١

E : (y3+ xy2+ y)dx+ (x3+ x2y+ x)dy = 0,

کنید. حل را آن دارد، µ(xy) شͺل به انتͽرالͬ فاکتور

داریم: ١١.١٢.١ به بنا پس ،u = xy اینجا در حل:

µ = exp
(∫

(3x2+2xy+1)− (3y2+2xy+1)
(y3+ xy2+ y)x− (x3+ x2y+ x)y

du
)

= exp
(∫

3x2−3y2

y3x− x3y
du

)
= exp

(∫ −3du
u

)
=

1
u3 =

1
x3y3 .

از عبارتست E شدۀ کامل شͺل پس

Ee :
(

1
x3 +

1
x2y
+

1
x3y2

)
dx+

(
1
y3 +

1
xy2 +

1
x2y3

)
dy = 0,

است: چنین آن جواب که

S =
{
x2+ y2+ xy = 1+Cx2y2 : C ∈ R

}
∪

{
x = 0

}
∪

{
y = 0

}
.

شͺل به انتͽرالͬ فاکتور E : ydx = (y2 + x2 + x)dy معادلۀ بدانیم که صورتͬ در مثال .١٣.١٢.١
کنید. حل را آن دارد، µ(x2+ y2)

داریم: ١١.١٢.١ به بنا پس ،u = x2+ y2 اینجا در حل:

µ = exp
(∫

(−2x−1)− (1)
(y)(2y)+ (y2+ x2+ x)(2x)

du
)

= exp
(∫ −(x+1)

x3+ x2+ xy2+ y2 du
)

= exp
(
−
∫

du
u

)
=

1
u
.
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انتͽرال فاکتور .١٢.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

از عبارتست E شدۀ کامل شͺل پس

Ee :
y

x2+ y2 dx− x2+ y2+ x
x2+ y2 dy = 0,

است: چنین آن عمومͬ جواب که

S =
{
y+ arctan

y
x
=C : C ∈ R

}
∪

{
x = 0

}
.

انتͽرال فاکتور دارای E : y(x3 +2y4)dx = x(3x3 + y4)dy بدانیم که صورتͬ در مثال .١۴.١٢.١
کنید. حل را آن است، µ(xαyβ) شͺل به

کسر مͬ�بایستͬ ١١.١٢.١ مطابق نمͬ�دانیم. را β و α که u = xαyβ اینجا در حل:

− 11y4+13x3

xαyβ
(
(β+3α)x3+ (α+2β)y4) ,

همین با صورت در x3 ضریب به y4 ضریب نسبت است ممͺن صورتͬ در این باشد. u از فقط تابعͬ
یعنͬ: باشد. برابر مخرج در نسبت

{
β+3α = 13a,
α+2β = 11a, =⇒

{
α = 3a,
β = 4a,

صورت این در است. صفر مخالف عددی a که

µ(u) = exp
(
−1
a

∫
du
u

)
= u−a = x−3a2

y−4a2
.

آن: شدۀ کامل صورت اینͺه به توجه با E جواب مͬ�رسیم. µ = 1/(x3y4) به a = 1 ازای به مثلا́

Ee : y
(

1
y4 +

2
x3

)
dx = x

(
3
y4 +

1
x3

)
dy,

از عبارتست است،

S =
{
x3 = y4+Cx2y3 : C ∈ R

}
∪

{
x = 0

}
∪

{
y = 0

}
.

µ = µ(u) شͺل به انتͽرالͬ فاکتور شده داده معادلۀ اینͺه به علم با مورد، هر در تمرینات .١۵.١٢.١
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل نشده�اند. حل Y ′ حسب بر که معادلاتͬ .١٣.١

کنید: حل را آن است،

1) (1− x2y)dx+ x2(y− x)dy = 0, u = x,
2) (x2+ y)dx = xdy, u = x,
3) (x+ y2)dx = 2xydy, u = x,
4) (2x2y+2y+5)dx+ (2x3+2x)dy = 0, u = x,
5) (x4 ln x−2xy3)dx+3x2y2 dy = 0, u = x,
6) cos xdx+ (y+ siny+ sin x)dy = 0, u = y,
7) (2xy2−3y3)dx+ (7−3xy2)dy = 0, u = y,
8) xydx+ (1+ x2)dy = 0, u = y,
9) y(2x+ y3)dx = x(2x− y3)dy, u = y,
10) ex(x+1)dx+ (yey− xex)dy = 0, u = y,
11) (y3+ xy2+ y)dx+ (x3+ x2y+ x)dy = 0, u = xy,
12) 3ydx− xdy = 0, u = x/y,
13) y(y+2x+1)dx = x(2y+ x−1)dy = 0, u = xy,
14) (3y2− x)dx+ (2y3−6xy)dy = 0, u = x+ y2,
15) (x2+ y2+1)dx = 2xydy, u = y2− x2,
16) xdx+ ydy+ x(xdy− ydx) = 0, u = x+ y2,
17) (y2+ y− x2)dx+ (x2− y2− x)dy = 0, u = y2− x2,
18) (x4y2− y) dx+ (x2y4− x)dy = 0, u = xy.

نشده�اند. حل y′ حسب بر که معادلاتͬ ١٣.١ بخش

توابعͬ ضرایب با y′ حسب بر ام n مرتبۀ جمله�ای چند ͷی شͺل به معادلات گونه این تعریف .١.١٣.١
هستند: y و x از

E : (y′)n+P1(x,y)(y′)n−1+ · · ·+Pn−1(x,y)(y′)+Pn(x,y) = 0. (٣٢.١ )

معادله�ای عنوان به را آن باشد، شده داده ١.١٣.١ در E شͺل به معادله�ای چنانچه حل روش .٢.١٣.١
بود: خواهد معمولͬ معادلۀ چند یا ͷی نتیجه مͬ�کنیم. حل y′ حسب بر

E1 : y′ = F1(x,y), · · · , Ek : y′ = Fk(x,y).

کرد. اجتماع هم با را آنها جوابهای سپس و حل را حاصل معادلات از ͷی هر است کافͬ اکنون

کنید. حل را E : yy′2+ (x− y)y′− x = 0 معادلۀ مثال .٣.١٣.١

نتیجه: در است. دوم مرتبۀ جمله�ای چند ͷی y′ حسب بر معادله این حل:

y′ =
−(x− y)±

√
(x− y)2+4xy

2y
=

y− x± (x+ y)
2y

,

مͬ�گردد: حاصل معادله دو که

E1 : y′ = 1, E2 : y′ = − x
y
.
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نشده�اند. حل Y′ حسب بر که معادلاتͬ .١٣.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

مͬ�کنیم: حل را آنها از ͷی هر

S1 : y =C1+ x, S2 : x2+ y2 =C2.

از عبارتست E عمومͬ جواب پس

S = S1∪S2

=
{
y = x+C : C ∈ R

}
∪

{
x2+ y2 =C : C > 0

}
∪

{
(0,0)

}
,

است. y = 0 فرض نظیر (0,0) که

کنید. حل را E : yy′3− x2y′2− xy2y′+ x3y = 0 معادلۀ مثال .۴.١٣.١

نوشت: مͬ�توان زیر صورت به را y′ حسب بر ٣ درجه معادلۀ این حل:

(yy′− x2)(y′2− xy) = 0,

مͬ�شود: تبدیل زیر شرح به معادله سه به که

E1 : yy′ = x2, E2 : y′ =
√

xy, E3 : y′ = −√xy,

مͬ�کنیم: حل را آنها پذیرند. ͷیͺتف سه هر که

S1 =
{
3y2 = 2x3+C : C ∈ R

}
∪

{
y = 0

}
,

S2 =

y =
(

1
3

x3/2+C
)1/2

: x > 0,y > 0,C ∈ R


∪
y = −

(
1
3

(−x)3/2+C
)1/2

: x < 0,y < 0,C ∈ R
 ,

S3 =

y =
(
−1

3
x3/2+C

)1/2

: x > 0,y > 0,C ∈ R


∪
y = −

(
−1

3
(−x)3/2+C

)1/2

: x < 0,y < 0,C ∈ R
 ;

و S2 که شود توجه .S =S1∪S2∪S3 مجموعه: سه این اجتماع از عبارتست E عمومͬ جواب و
دارند. وجود سوم و اول ربع در تنها S3

کنید. حل را E : y′3− xyy′+ x2y′ = xy′ معادلۀ مثال .۵.١٣.١

که مͬ�گردد ملاحظه E معادلۀ تجزیۀ با .y′ = p کنیم فرض حل:

(p− xy)(p2y− x) = 0 =⇒ E1 : p = xy و E2 : x = p2y

از عبارتست معادله این عمومͬ جواب است؛ پذیر ͷیͺتف معادله�ای که y′ = xy معنͬ به ε1 معادلۀ

S1 : y = Aex, A ∈ R.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل F(X,Y ′) = 0 یا F(Y,Y ′) = 0 شͺل به معادلات .١۴.١

مͬ�گیریم: نتیجه E2 معادلۀ طرفین از گیری دیفرانسیل از اما

dx = 2pydy+ p2 dy.

نتیجه: در ،dx = dy
p فرض مطابق اما

(1− p3)dy = 2p2ydp,

از عبارتست نیز معادله این جواب است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

S2 =
{
(x,y) : y =C(1− p3)−2/3, x = p2y,C , 0

}
∪

{
x = y

}
,

از عبارتست E شده داده معادلۀ عمومͬ جواب بنابراین، است. نظیر p = 1 به x = y خط که

S = S1∪S2

=
{
y = Aex : A ∈ R

}
∪

{
x = y

}
∪

{
(x,y) : y =C(1− p3)−2/3, x = p2y,C , 0

}
.

کنید. حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .۶.١٣.١

1) 4y′2 = 9x, 2) y′2 = 2yy′+ y2(e2x −1),
3) y′2 = 2xy′+8x2, 4) x2y′2+3xyy′+2y2 = 0,
5) y′2+ x2+ xy = (2x+ y)y′, 6) y′2+ (x+2)ey = 0,
7) y′3+ x2y′ = yy′2+ x2y, 8) y′2+ ex = yy′,
9) y′−4xy′+2y+2x2 = 0, 10) y′4 = y4x4.

f (x,y′) = 0 یا f (y,y′) = 0 شͺل به معادلات ١۴.١ بخش

را y و x و کرده استفاده y′ = p جدید متغیر از f (x,y′) = 0 یا f (y,y′) = 0 شͺل به معادلات حل برای
. f (y, p) = 0 داریم y′ = p فرض با باشد، E : f (y,y′) = 0 اگر مثلا́ مͬ�کنیم. بیان p از توابعͬ عنوان به
نتیجه و گرفته دیفرانسیل طرفین از اکنون .y = ϕ(p) مͬ�آوریم بدست و کرده حل y حسب بر را معادله این

بنابراین ،dy = pdx فرض مطابق اما .dy = ϕ′(p)dp مͬ�گیریم

pdx = ϕ′(p)dp,

.x=ψ(p) مͬ�کنیم: تعیین pحسب بر را x آن حل با و است p و xحسب بر تفͺیͷپذیر دیفرانسیل معادله
است: آمده بدست پارامتری صورت به εجواب ترتیب این به

S : x = ψ(p), y = ϕ(p). (٣٣.١ )

کنید. حل را 2y′2 = x2+2xy′+2y معادلۀ مثال .١.١۴.١

مͬ�کنیم: حل y حسب بر را معادله این ابتدا حل:

y = y′2− xy′+
x2

2
.
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F(X,Y ′) = 0 یا F(Y,Y′) = 0 شͺل به معادلات .١۴.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

که مͬ�گیریم نتیجه y′ = p فرض با

y = p2− xp+
x2

2
. (٣۴.١ )

مͬ�شود: نتیجه (٣۴.١ ) رابطۀ از گیری دیفرانسیل با

dy = (2p− x)dp+ (x− p)dx.

بنابراین: (p = y′ = dy/dx (زیرا dy = pdx اما

pdx = (2p− x)dp+ (x− p)dx (2p− x)(dp−dx) = 0.

شده داده معادلۀ عمومͬ جواب مجموع در بنابراین، .x = p+C نتیجه در و dp = dx یا x = 2p یا پس
از عبارتست

S =
{
(x,y) : x = 2p,y = p2− xp+

x2

2

}
∪

{
(x,y) : x = p+C,y = p2− xp+

x2

2

}
=

{
y = x2/4

}
∪

{
y =Cx+C2+

x2

2
: C ∈ R

}
.

کنید. حل را y = ay′2+by′3 دیفرانسیل معادله باشند، ثابت اعداد b و a که صورتͬ در مثال .٢.١۴.١

نتیجه: در ،y′ = p کنیم فرض حل:

y = ap2+bp3 (٣۵.١ )

داریم: (٣۵.١ ) طرفین از گیری دیفرانسیل با

dy = 2apdp+3bp2 dp.

نتیجه: در ،dy = pdx طرفͬ از

pdx = 2apdp+3bp2 dp.

بنابراین: و p , 0 اینͺه یا و y = 0 داریم معادله از لذا و p = 0 یا پس

dx = (2a+3bp)dp,

مͬ�کنیم: حل x یافتن برای را آن است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

x = 2ap+
3
2

bp2+C.

از عبارتست ε عمومͬ جواب مجموع در بنابراین:

S =
{
(x,y) : x = 2ap+

3
2

bp2+C,y = ap2+bp3,C ∈ R
}
∪

{
y = 0

}
.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل F(X,Y ′) = 0 یا F(Y,Y ′) = 0 شͺل به معادلات .١۴.١

کنید. حل را E : y = arcsiny′+ ln(1+ y′2) معادلۀ مثال .٣.١۴.١

داریم: y′ = p فرض با حل:

y = arcsin p+ ln(1+ p2).

داریم: طرفین، از گیری دیفرانسیل با

dy =
dp√

1− p2
+

2p
1+ p2 dp. (٣۶.١ )

بنابراین: ،dy = pdx اما

dx =
dp

p
√

1− p2
+

dp
1+ p2 , (٣٧.١ )

داریم: رابطه، این طرفین از گیری انتͽرال با و

x =
∫

dp

p
√

1− p2
+ arctan p+C.

داریم: u =
√

1− p2 فرض ∫با
dp

p
√

1− p2
=

∫
du

(1−u2)
=

1
2

ln
∣∣∣∣1−u
1+u

∣∣∣∣+C.

پس:

x =
1
2

ln

∣∣∣∣∣∣∣1−
√

1− p2

1+
√

1− p2

∣∣∣∣∣∣∣+ arctan p+C.

جداگانه را حالتها این .p , 0 است شده فرض (٣٧.١ ) در و p2 , 1 است شده فرض (٣۶.١ ) در اما
مͬ�کنیم: بررسͬ

p = 1
p = −1
p = 0

=⇒


y = 1
y′ = −1
y′ = 0

=⇒


y = x+C
y = −x+C
y =C

=⇒


x+C = π

2 + ln2
−x+C = − π2 +2
C = 0

از عبارتست E عمومͬ جواب پس باشد. E جواب مͬ�تواند حالت سه این از y = 0 حالت تنها که

S =

{
(x,y) : x =

1
2

ln
(

1−
√

1− p2

1+
√

1− p2

)
+ arctan p+C,

y = arcsin p+ ln(1+ p2),C ∈ R
}
∪{y = 0}

کنید. حل را E : x = 3y′−2y′2 معادلۀ مثال .۴.١۴.١
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F(X,Y ′) = 0 یا F(Y,Y′) = 0 شͺل به معادلات .١۴.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

داریم: y′ = p فرض با حل:

x = 3p−2p2. (٣٨.١ )

داریم: (٣٨.١ ) طرفین از گیری دیفرانسیل با

dx = (3−4p)dp.

نتیجه: در و ،dx = dy/p اما

dy = p(3−4p)dp, (٣٩.١ )

بنابراین است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

y =
3
2

p2− 4
3

p3+C.

معادلۀ به توجه با است. y =C یا y′ = 0 معنͬ به p = 0 حالت .p , 0 است فرضشده (٣٩.١ ) در اما
نقاط همۀ و (٣٩.١ ) ،(٣٨.١ ) از عبارتست E عمومͬ جواب پس .x = 0 آنͽاه p = 0 اگر که داریم E

:(0,C) شͺل به

S =
{

(x,y) : x = 3p−2p2,y =
3
2

p2− 4
3

p2+C
}
.

کنید. حل را E : x3/2+ y′2/3 = 1 معادلۀ مثال .۵.١۴.١

مͬ�شود ملاحظه p = sin3 t و x = cos3 t فرض با اکنون .x2/3+ p2/3 = 1 داریم y′ = p فرض با حل:
مͬ�گیریم: نتیجه رابطه، اولین از گیری دیفرانسیل با است. برقرار E رابطۀ که

dx = −3sin t cos2 tdt.

بنابراین ،dx = dy/p اما

dy = −3sin t cos2 tdt.

نتیجه در ،p = sin3 t اما

dy = −3sin2 t cos2 tdt,

y = −3
∫ (

1− cos2t
2

)2 1+ cos2t
2

dt

= −3
8

∫
{1− cos2t− cos2 2t+ cos3 2t}dt

= −3
8

∫ {
1− cos2t− 1− cos4t

2
+ (1− sin2 2t)cos2t

}
dt

= −3
8

{
t− 1

2
sin2t− t

2
+

1
8

sin4t+
1
2

sin2t− sin3 2t
3

}
+C.

از عبارتست E عمومͬ جواب پس

S =
{
(x,y) : x = cos3 t,y = − 3

64
(4t+ sin4t)+

1
8

sin2 2t+C
}
∪

{
(1,C) : C ∈ R

}
.

شده�اند. افزوده منظور این به (1,C) نقاط است. x = 1 یا x3/2+0 = 1 معنͬ به p = 0 حالت
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل کلرو و لاگرانژ معادلۀ .١۵.١

کنید. حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .۶.١۴.١

1) y = y′2ey2
, 2) xy′2 = e1/y2

,

3) y′ = ey′/y, 4) x(1+ y′2)3/2 = a,
5) x = lny′+ siny′, 6) y2/5+ y′2/5 = a2/5,
7) x = y′2+2, 8) x = y′+4y′,
9) y = y′ lny, 10) y = y′(1+ y′ cosy′),
11) x+ y′ = y′2+ y′3, 12) y = (y′−1)ey′ .

کلرو و لاگرانژ معادلۀ ١۵.١ بخش

شͺل: به دیفرانسیل معادله تعریف .١.١۵.١

y = xϕ(y′)+ψ(y′), (۴٠.١ )

یعنͬ ،ϕ(y′) = y′ اگر مͬ�نامیم. لاگرانژ رامعادلۀ ϕ(y′) , y′ که

y = xy′+ψ(y′), (۴١.١ )

مͬ�نامند. کلرو معادلۀ را، حاصل معادلۀ
از و گرفته دیفرانسیل طرفین از ،y′ = p مͬ�کنیم فرض معادلاتͬ چنین حل برای حل روش .٢.١۵.١

مͬ�کنیم. استفاده dy = pdx فرض
کنید. حل را E : y = 2xy′+ lny′ معادلۀ مثال .٣.١۵.١

داریم: y′ = p فرض با حل:

y = 2xp+ ln p.

مͬ�گیریم: نتیجه طرفین، از گیری دیفرانسیل با

dy = 2xdp+2pdx+
dp
p
.

نتیجه: در ،dy = pdx اما

2xdp+ pdx+
dp
p
= 0,

است: x حسب بر اول مرتبه معادله ͷی که
dx
dp
+

2
p

x = − 1
p2 .

مͬ�آوریم: بدست را x و کرده حل را آن

h = exp
(∫

2
p

dp
)
= exp(2 ln p) = p2,

x =
1
p2

(∫
p2−1

p2 dp+C
)

=
1
p2 (C− p) =

C
p2 −

1
p
.
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کلرو و لاگرانژ معادلۀ .١۵.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

از عبارتست E عمومͬ جواب پس

S =
{
(x.y) : x =

C
p2 −

1
p
, y = 2xp+ ln p,C ∈ R

}
.

کنید. حل را E : y = xy′2−1/y′ معادلۀ مثال .۴.١۵.١

مͬ�گیریم: نتیجه رابطه، این طرفین از گیری دیفرانسیل با .y = xp2−1/p داریم ،y′ = p فرض با حل:

dy = p2 dx+2xpdp+
dp
p2 .

اول: مرتبه خطͬ معادلۀ به نتیجه، در و dy = pdx اما

dx
dp
+

2
p−1

x =
1

p2(p2−1)
, (۴٢.١ )

مͬ�یابیم: p حسب بر را x آن، حل از مͬ�رسیم.

h = exp
(∫

2
p−1

dp
)
= (p−1)2,

x =
1

(p−1)2

(∫
(p−1)2 dp

p2(p2− p)
+C

)
=

1
(p−1)2

(∫
p−1
p3 dp+C

)
=

1
(p−1)2

(
− 1

P
+

2
p2 +C

)
.

داده دیفرانسیل معادلۀ در که است y = x معادل p = 1 حالت .p , 1 است شده فرض (۴٢.١ ) در اما
از عبارتست E عمومͬ جواب پس نمͬ�کند. صدق شده

S =
{
(x,y) : x =

Cp2+2− p
p2(p−1)2 ,y = xp2− 1

p
,C ∈ R

}
.

کنید. حل را y = xy′+a/(2y′) معادلۀ مثال .۵.١۵.١

نتیجه تساوی، طرف دو از گیری دیفرانسیل و مͬ�شود حاصل y′ = p از که y = xp+a/2p فرض با حل:
مͬ�گیریم:

dy = pdx+ xdp− a
2p

dp.

نتیجه در و dy = pdx )اما
x− a

2p2

)
dp = 0.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل کلرو و لاگرانژ معادلۀ .١۵.١

.x = a/2p2 یا x− a
2p2 = 0 اینͺه یا و y = Cx+ a/2C بنابراین و است ثابت p لذا و dp = 0 یا پس

با: است برابر شده داده معادله عمومͬ جواب پس

S =

{
(x,y) : x =

a
2p2 ,y = xp+

a
2p

}
∪

{
y =Cx+

a
2C

: C , 0
}

=
{
y2 = 2ax

}
∪

{
y =Cx+

a
2C

: C , 0
}
.

y =Cx+ است: خطوط از مجموعه�ای و y2 = 2ax (سهمͬ) منحنͬ ͷی اجتماع S که مͬ�شود ملاحظه
منحنͬ به مذکور خطوط که کرد خواهیم ملاحظه کنیم، ترسیم را مذکور خطوط و منحنͬ چنانچه .a/2C

y =Cx+a/2C خطوط دسته پوش y2 = 2ax منحنͬ که مͬ�شود گفته اصطلاحاً حالت این در نمͬ�رسند.
۵ شود. توجه زیر شͺل به است.

.a = 1 با y = xy′+a/(2y′) دیفرانسیل معادله جوابهای

کنید. حل را E : y = xy′+ y′3 دیفرانسیل معادله مثال .۶.١۵.١

داریم رابطه این طرفین از گیری دیفرانسیل با اما .y = xp+ p3 داریم y′ = p فرض با حل:
dy = pdx+ xdp+3p2 dp.

و است ثابت p = C لذا و dp = 0 یا پس .(x+3p2)dp = 0 مͬ�گیریم نتیجه ،dy = pdx دادن قرار با
از عبارتست E عمومͬ جواب پس .x = −3p2 بنابراین و x+3p2 = 0 اینͺه یا و y؛ =Cx+C3 بنابراین

S =
{
(x,y) : x = −3p2,y = xp+ p3

}
∪

{
y =Cx+C3 : C ∈ R

}
=

{
y =

3
2

x : x ≤ 0
}
∪

{
y =Cx+C3 : C ∈ R

}
است: شده استفاده ١۵ Maple محیط در ذیل دستور از شͺل این ترسیم در اینͺه، توضیح ۵

> a:=plots[implicitplot]({y∧2 = 2*x}, x = -1/2.. 4, y = -2.. 2, color = blue, thickness = 6):
> b:=plots[implicitplot]({y = -2*x - 1/4, y = -x - 1/2, y = x + 1/2, y = 2*x + 1/4, y = -2.5*x -.2,
y = -1.5*x -.3, y = -.5*x - 1, y =.5*x + 1, y = 1.5*x +.3}, x = -1/2.. 4, y = -2.. 2, color = red,
thickness = 4, grid = [50, 50]):
> plots[display](a,b);
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آن جوابهای از خانواده�ای داشتن با دیفرانسیل معادله ساختن اول١.١۶. مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .٧.١۵.١

1) y = 2xy2+ y′ lny′, 2) y = xy′+a/y′2,
3) y = x(1+ y′)+ y′2, 4) y = xy′+ y′2,
5) y = 2xy′+ siny′, 6) xy′+1 = yy′+ y′,
7) y = xy′2−1/y′, 8) y = xy′+a

√
1+ y′2,

9) y = 3
2 xy′+ ey′ , 10) xy′2 = yy′+1.

آن جوابهای از خانواده�ای داشتن با دیفرانسیل معادله ساختن ١۶.١ بخش

است: شده بیان a پارامتر ͷی توسط که داریم صفحه در منحنͬ�ها از خانواده�ای کنید فرض

C : F(x,y,a) = 0.

مͬ�یابیم: را y′ ضمنͬ، تابع مشتق قاعدۀ ͷکم به شده داده معادلۀ از

y′ =
dy
dx
= −∂F/∂x

∂F/∂y
.

معادلات: دستͽاه از سپس

F(x,y,a) = 0,
∂F
∂x
+ y′

∂F
∂y
= 0, (۴٣.١ )

است. نظر مورد دیفرانسیل معادله همان حاصل معادلۀ مͬ�کنیم. حذف را a پارامتر

بیابید. را x2

a2 = y2+1 خانوادۀ به نظیر دیفرانسیل معادله مثال .١.١۶.١

مͬ�کنیم: پیدا را y′ شده داده معادلۀ از حل:

y′ = −
∂
∂x (x2/a2− y2−1)
∂
∂y (x2/a2− y2−1)

= −2x/a2

−2y
=

x
a2y

.

داریم: ،a2 = x2

y2+1 فرض به بنا چون بنابراین،

x2

y2+1
y′ =

x
y
=

y2+1
xy

.

کنید. پیدا را y2 = 2Cx+C2 منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله مثال .٢.١۶.١

مͬ�گیریم: نتیجه y2 = 2Cx+C2 فرض از حل:

y′ = −−2C
2y
=

C
y
.
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل همزاویه و متعامد مسیرهای .١٧.١

نتیجه: در و C = yy′ صورت این در اما

y2 = 2xyy′+ y2y′2.

نتیجه: در ،y2 = 2xyp+ y2 p2 داشت خواهیم ،y′ = p کنیم فرض معادله این در اگر

E : y = 2xy′+ yy′2.

کنید. پیدا را y =C cos x+ x منحنͬ دسته دیفرانسیل معادله مثال .٣.١۶.١

نتیجه y = C cos x+ x معادلۀ از .y′ = −C sin x+ 1 داریم رابطه، این طرفین از گیری مشتق با حل:
است: اول مرتبه خطͬ معادله ͷی که ،y′ = − tan x(y− x)+1 بنابراین .C = 1

cos x (y− x) که مͬ�گردد

y′+ tan xy = 1+ x tan x.

صدق آن در شده داده منحنͬ�های خانواده که بیابید دیفرانسیلͬ معادله مورد هر در تمرینات .۴.١۶.١
کند:

1) y =
a
x
, 2) y = ax+a2, 3) x2− y2 = ax,

4) y =
a
x
+

x
a
, 5) y = aex/a, 6) y =Cx+C2,

7) y =Cx−C−C2, 8) y2 =Cx+C3, 9) y = a+axe−x,

10) y = xy2+Cx, 11) x2+ y2 =C, 12) y = x3+
C
x
.

دلخواهند. پارامتر C و a مسایل این در

همزاویه و متعامد مسیرهای ١٧.١ بخش

کنید فرض تعریف .١.١٧.١

C : F(x,y,a) = 0, (۴۴.١ )

C خانوادۀ همزاویۀ مسیر ͷی صورتͬ در را y = f (x) منحنͬ است. صفحه در منحنͬ�های از خانواده�ای
آنͽاه باشند، متقاطع x0 در y = ϕ(x) و y = f (x) منحنͬ�های و Cباشد از عضوی y = ϕ(x) اگر که گوییم
E برای متعامد مسیر ͷی را y = f (x) مسیر ،α = π/2 چنانچه باشد. α ثابت عدد برابر آنها بین زاویۀ

مͬ�نامند.
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همزاویه و متعامد مسیرهای .١٧.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

Cجواب که مͬ�یابیم دیفرانسیلͬ معادله ابتدا مفروض، دیفرانسیل معادله ͷی متعامد مسیرهای یافتن برای
آنها بین زاویۀ آنͽاه باشند، m2 و m1 شیب با منحنͬ دو C2 و C1 اگر که مͬ�کنیم توجه سپس باشد. آن

با است برابر

tanα =
m1−m2

1+m1m2
,

اگر پس است. y′(x) برابر آن بر مماس خط شیب صورت این در باشد، منحنͬ ͷی y = y(x) اگر طرفͬ از
باشیم: داشته بایستͬ کنند، معرفͬ را C2 و C1 ترتیب به y2 و y1

tanα =
y′1− y′2
1+ y′1y′2

,

سپس و y′ = f (x,y) مثلا́ کنیم، پیدا y و x حسب بر را y′ حاصل دیفرانسیل معادله از است کافͬ اکنون
دهیم: تشͺیل را زیر معادلۀ

E ′ : tanα =
y′− f (x,y)
1+ y′ f (x,y)

. (۴۵.١ )

مͬ�گردد: تبدیل زیر صورت به E معادلۀ متعامد، مسیرهای حالت در

E ′′ : y′ = − 1
f (x,y)

. (۴۶.١ )

بیابید. را y =Cx خطوط دسته به نسبت متعامد مسیرهای مثال .٢.١٧.١

مͬ�کنیم: پیدا را شده داده خطوط دسته دیفرانسیل معادله ابتدا }حل:
y =Cx
y′ =C =⇒ E : y′ =

y
x
.

مͬ�دهیم: تشͺیل را (۴۶.١ ) در E ′′ معادلۀ پس

E ′′ : y′ = − 1
y/x
= − x

y
,
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل همزاویه و متعامد مسیرهای .١٧.١

از عبارتست شده خواسته مسیرهای معادلۀ پس است؛ پذیر ͷیͺتف معادلۀ ͷی که

S : x2+ y2 =C.

مͬ�سازند. π/3 ثابت زاویۀ y2 =Cx+ x2 منحنͬ دسته با که بیابید را مسیرهایͬ مثال .٣.١٧.١

کنند: صدق آن در منحنͬ�ها دسته این که مͬ�یابیم دیفرانسیلͬ معادله ابتدا }حل:
2yy′ =C+ x2,
C = (y2− x2)/x,

=⇒ 2yy′ =
y2− x2

x
+ x2.

مͬ�شود: چنین E معادلۀ پس ،tan
(π
3

)
=
√

3 چون .E : y′ =
y2− x2+ x3

2xy
ترتیب این به

√
3 =

y′− y2−x2+x3

2xy

1+ y′ y2−x2+x3

2xy

=
2xyy′− y2+ x2− x3

2xy+ y2y′− x2y′+ x3y′
.

نتیجه در و

E ′ : y′ =
y2+ x3+2

√
3xy− x2

2xy+
√

3x2−
√

3y2−
√

3x3
.

مͬ�دهند. تشͺیل π/4ثابت زاویه x2+y3 =C منحنͬ�های دسته با که بیابید را مسیرهایͬ مثال .۴.١٧.١

.E : 2x+3y′y2 = 0 مͬ�کنند: صدق آن در منحنͬ دسته این که مͬ�یابیم را دیفرانسیلͬ معادله ابتدا حل:
مͬ�دهیم: تشͺیل را (۴۵.١ ) از E معادلۀ tan(π/4) = 1 اینͺه به توجه با اکنون

1 =
y′−

(
−2x
3y2

)
1+ y′

(
−2x
3y2

) = 3y2y′+2x
3y2−2xy′

.

از عبارتست شده خواسته معادلۀ بنابراین،

E ′ : y′ =
3y2−2x
3y2+2x

.
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دیفرانسیل معادله ͷی تͺین جوابهای .١٨.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

بیابید. را x2+ y2 = 2ax دوایر به نسبت متعامد مسیرهای مثال .۵.١٧.١

مͬ�کنیم: پیدا را منحنͬ�ها دسته این دیفرانسیل معادله ابتدا }حل:
2x+2yy′ = 2a,
x2+ y2 = 2ax, =⇒ 2x+2yy′ =

x2+ y2

x
.

و کرده استفاده −1/y′ از y′ بجای اکنون مͬ�رسیم. E : 2yy′ = y2 − x2 دیفرانسیل معادله به نتیجه، در
مͬ�رسیم: متعامد مسیرهای دیفرانسیل معادله

E ′′ : y′ =
2xy

x2− y2 .

.x2+ y2 =Cy دایره�های دسته از عبارتست معادله این جواب است. همͽن معادلۀ ͷی که

تمرینات .۶.١٧.١

مͬ�سازند. π/6 ثابت زاویۀ y =C2x+C خطوط دسته با که بیابید را مسیرهایͬ (١

مͬ�سازند. π/4 ثابت زاویۀ Cx = x2+ y2 منحنͬ�های دسته با که بیابید را مسیرهایͬ (٢

مͬ�سازند. π/3 ثابت زاویۀ xy =Cx+1 منحنͬ�های دسته با که بیابید را مسیرهایͬ (٣

بیابید: را شده داده منحنͬ�های دسته به نسبت متعامد مسیرهای مورد، هر در

4) y2+2ax = 0, a > 0 5) x2+ y2 = 2ay,
6) y = axn,ثابتn, 7) x2+ y2/3 =C,
8) x2− y2/2 =C2, 9) y = a(1+ cos x),
10) xn+ yn =C,ثابتn, 11) y2 = 4(x−a).

دیفرانسیل معادله ͷی تͺین جوابهای ١٨.١ بخش

دیفرانسیل: معادله کنید فرض تعریف .١.١٨.١

E : F(x,y,y′) = 0,

آن نقاط همۀ در که گوییم تͺین جواب ͷی صورتͬ در را E از C : f (x,y) = 0 جواب است. شده داده
که گردد یافت E برای C بجز جوابͬ (x0,y0) ∈C هر ازای به دیͽر بیان به نباشد. بفرد منحصر E جواب

بͽذرد. (x0,y0) نقطۀ همان از

وجود) صورت در (البته E : F(x,y,y′) = 0 معادلۀ تͺین جوابهای یافتن برای تمرینات .٢.١٨.١
معادلات: دستͽاه است کافͬ باشند، پیوسته نقاط همۀ در ∂F/∂y′ و ∂F/∂y اینͺه به مشروط

T : F(x,y,y′) = 0,
∂F
∂y′

(x,y,y′) = 0, (۴٧.١ )

بود. خواهد E تͺین جواب ͷی نتیجه کنیم. حذف دو آن بین را y′ و داده تشͺیل را
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل دیفرانسیل معادله ͷی تͺین جوابهای .١٨.١

بیابید. وجود صورت در را E : xy′+ y′2 = y معادلۀ تͺین جوابهای مثال .٣.١٨.١

مسأله این در حل:

F = xy′+ y′2− y.

است: زیر صورت به (۴٧.١ ) از T معادلات دستͽاه پس

xy′+ y′2− y = 0, x+2y′−0 = 0.

مͬ�گردد: نتیجه دهیم، قرار اول معادلۀ در اگر که y′ = −x/2 داریم دوم معادلۀ از

x
(
−1

2
x
)
+

(
−1

2
x
)2

− y = 0.

از عبارتست آن عمومͬ جواب و است کلرو معادلۀ ͷی شده داده معادلۀ اما .C : y = −x2/4 یا

S =
{
y =Cx+C2 : C ∈ R

}
∪

{
y = −1

4
x2

}
.

در هستند. مماس y = −x2/4 منحنͬ بر ای C هر ازای به y =Cx+C2 خطوط دسته که مͬ�شود ملاحظه

خط C بر علاوه نقطه آن در یعنͬ، است. مماس C به y = − x0

2
x+

( x0

2

)2
خط (x0,y0) ∈ C در واقع

۶ شود. توجه زیر شͺل به است. مسأله جواب ͷی هم نظر مورد

است. C ∈ R با y =C+C2x خطوط خانواده پوش که y = −x2/4 منحنͬ
است: شده استفاده ١۵ Maple محیط در ذیل دستور از شͺل این ترسیم در اینͺه، توضیح ۶

> a:=plots[implicitplot]({y = -x∧2/4}, x = -2..2, y = -1..1/2, color = blue, thickness = 6):
> b:=plots[implicitplot({y = 0, y = 0.1*x + 0.01, y = -
0.1*x + 0.01, y = 0.2*x + 0.04, y = -0.2*x + 0.04,
y = 0.3*x + 0.09, y = -0.3*x + 0.09, y = 0.4*x + 0.16, y = -0.4*x + 0.16}, x = -2..2, y
= -1..1/2, color = red, thickness = 4):
> plots[display](a,b);
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دیفرانسیل معادله ͷی تͺین جوابهای .١٨.١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

بیابید. وجود صورت در را E : xy′2+4x = 2yy′ دیفرانسیل معادله تͺین جوابهای مثال .۴.١٨.١

مسأله این در است. x2 =C(y−C) آن عمومͬ جواب و است لاگرانژ معادلۀ ͷی این حل:

F = xy′2+4x−2yy′.

از است عبارت (۴٧.١ ) در T دستͽاه پس

xy′2+4x−2yy′ = 0, 2xy′−2y = 0.

که آورد خواهیم بدست دهیم، قرار اول معادلۀ در اگر که ،y′ = y/x مͬ�گیریم نتیجه دوم معادلۀ از

x
( y

x

)2
+4x−2y

( y
x

)
= 0.

شود: توجه زیر شͺل به است. y = ±2x خط دو اجتماع که 4x2 = y3 اختصار به یا

هستند. C ∈ R با x2 =C(y−C) منحنیهای خانواده پوش که y = ±2x راست خطوط

بیابید. وجود صورت در را E : 2y(y′+2) = xy′2 معادلۀ تͺین جوابهای مثال .۵.١٨.١

،F = 2y(y′+2)− xy′2 مسأله این در باشد. Cمͬ ∈R =Cyبا (C− x)2 معادله این جوابعمومͬ حل:
است: چنین (۴٧.١ ) از T دستͽاه پس

2yy′+4y− xy′2 = 0, 2y−2xy′ = 0.

اجتماع که y2 +4xy = 0 مͬ�شود نتیجه دهیم، قرار اول معادلۀ در اگر که y′ = y/x داریم دوم معادلۀ از
شود: توجه زیر شͺل به مͬ�باشد. y = −4x و y = 0 خط دو
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل دیفرانسیل معادله ͷی تͺین جوابهای .١٨.١

هستند. C ∈ R با Cy = (x−C)2 منحنیهای خانواده پوش که y = −4x و y = 0 راست خطوط

بیابید. وجود صورت در را E : y′2(2−3y)2 = 4(1− y) معادلۀ تͺین جوابهای مثال .۶.١٨.١

دیفرانسیل معادله دو به y′ حسب بر معادله حل با حل:

y′ = ±2

√
1− y

2−3y
,

که مͬ�رسیم، y2(1−y) = (x−C)2 عمومͬ جواب به آنها حل با هستند. پذیر ͷیͺتف دو هر که مͬ�رسیم؛
.C ∈ R آن در

از عبارتند (۴٧.١ ) از T معادلات و F = y′2(2−3y)2−4
√

1− y مسأله این در

y′2(2−3y)2−4(1− y) = 0, 2y′(2−3y)2 = 0.

که ،y′ = 0 باید صورت، این غیر در یا و نمͬ�کند؛ صدق معادله در که y = 2/3 لذا و 2−3y = 0 یا پس
از است عبارت E تͺین جواب تنها پس مͬ�رسیم. 4

√
1− y = 0 به دهیم، قرار اول معادلۀ در را آن اگر

شود. توجه زیر شͺل به .y = 1

۶١ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



معمولͬ دیفرانسیل معادلات بررسͬ در میپل از استفاده اول١٩.١. مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

است. C ∈ R با y2(1− y) = (x−C)2 منحنیهای خانواده پوش که y = 1 راست خط

کنید: مشخص را آنها تͺین جوابهای و کنید حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .٧.١٨.١

1) (1+ y′2)y2 = 4yy′+4x, 2) y′2 = y2,

3) y′2 = 4y, 4) y′ = 3
√

y2+a,
5) y′3+8y2 = 4xyy′, 6) (xy′+ y)2+3x5(xy′−2y) = 0,
7) y(y−2xy′)2 = 2y′, 8) 8y′3 = 27(y− x)+12y′2,
9) (y′−1)2 = y2, 10) (xy′+ y)2 = y′y2,

11) y+
x2

2
= y′2− xy′, 12) 3y+

2
x

y′2 = 2xy′,

13) y′2+ ex = yy′, 14) 3xy′2+ x+2y = 6yy′,
15) y′2(1− y)2 = 2(1+ y), 16) y = xy′+

√
a2y′2+b2.

معمولͬ دیفرانسیل معادلات بررسͬ در میپل از استفاده ١٩.١ بخش

نظیر جهتͬ میدان ترسیم برای کلͬ دستور دیفرانسیل معادله ͷی برای جهتͬ میدان ترسیم .١.١٩.١
است: چنین میپل افزار نرم از استفاده با مفروض دیفرانسیل معادله ͷی به

DETools[dfieldplot]( ODE, y(x), x=a..b, y=c..d );

x آن متغیر نام همراه به مجهول تابع نام y(x) است، نظر مورد معمولͬ دیفرانسیل معادله ODE آن در که
d تا c از را y تغییرات دامنه y=c..d و نموده، تعیین b تا a از را x متغیر تغییرات دامنه x=a..b مͬ�باشد،

مͬ�نماید. تعیین

دیفرانسیل معادله جهتͬ میدان ترسیم برای مثال .٢.١٩.١

y′ = −1
2

(
x−

√
x2+4y(x)

)
دستور از D : −3 ≤ x ≤ 3, −3 ≤ y ≤ 2 مستطیل بر

۶٢ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ معمولͬفصل دیفرانسیل معادلات بررسͬ در میپل از استفاده .١٩.١

DETools[dfieldplot]( diff(y(x),x)=1/2*(-x-(x∧2+4*y(x))∧(1/2)),
y(x), x=-3..3, y=-3..2 );

بود: خواهد چنین نتیجه مͬ�کنیم. استفاده

دیفرانسیل معادله جهتͬ میدان ترسیم برای مثال .٣.١٩.١

y′(x) = 0.3
x(1− y(x))
(x−1)y(x)

دستور از D : −1 ≤ x ≤ 2, −1 ≤ y ≤ 2 مستطیل بر
DETools[dfieldplot]( diff(y(x),x)=(x*(1-y(x)))/(0.3*y(x)*(x-1)), y(x),

x=-1..2, y=-1..2, arrows=SLIM, color=black);
بود: خواهد چنین نتیجه مͬ�کنیم. استفاده

۶٣ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



معمولͬ دیفرانسیل معادلات بررسͬ در میپل از استفاده اول١٩.١. مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

دستور با و است شده انتخاب سیاه حاصل شͺل رن color=black دستور با اینجا در اینͺه توضیح
است. گردیده تنظیم شͺل در استفاده مور پیͺانهای نوع arrows=SLIM

ͷی جوابهای از برخͬ ترسیم برای کلͬ دستور دیفرانسیل معادله ͷی جوابهای برخͬ ترسیم .۴.١٩.١
است: چنین میپل افزار نرم از استفاده با مفروض دیفرانسیل معادله

DETools[phaseportrait]( ODE, y(x), x=a..b, inits );

آن متغیر نام همراه به مجهول تابع نام y(x) است، نظر مورد معمولͬ دیفرانسیل معادله ODE آن در که
آغازی شرایط از مجموعه�ای inits و نموده، تعیین b تا a از را x متغیر تغییرات دامنه x=a..b مͬ�باشد، x

مͬ�باشد. نظر مورد خصوصͬ جوابهای برای

دیفرانسیل معادله از جوابͬ ترسیم برای مثال .۵.١٩.١

cos xy′′′− y′′+πy′ = y− x

دستور از مͬ�کند، صدق y′′(0) = 1 و y′(0) = 2 ،y(0) = 1 شرایط در که

DETools[phaseportrait]( cos(x)*diff(y(x),x$3) - diff(y(x),x$2) +
Pi*diff(y(x),x) = y(x) - x, y(x), x=-2.5..1.4, [[ y(0)=1, D(y)(0)=2,

(D@@2)(y)(0)=1 ]], y=-4..5, stepsize=.05 );

بود: خواهد چنین نتیجه مͬ�کنیم. استفاده

5 تا −4 از y تغییرات مقدار و است گردیده تعیین 1.4 تا −2.5 از x متغیر تغییرات اینجا در اینͺه توضیح
باندازه stepsize=.05 دستور با نمودار ترسیم برای لازم جزئͬ تغییرات فاصله بعلاوه، است. شده تنظیم

است. شده داده قرار واحد ∆ = 0.05

۶۴ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ معمولͬفصل دیفرانسیل معادلات بررسͬ در میپل از استفاده .١٩.١

دیفرانسیل معادله از جوابهایͬ ترسیم برای مثال .۶.١٩.١

y′+ y+ x2 = 0

دستور از مͬ�کنند، صدق y(0) = −1 و y(0) = 1 ،y(0) = 0 شرایط در که

phaseportrait( D(y)(x)=-y(x)-x∧2, y(x), x=-1..2.5, [[ y(0)=0 ], [ y(0)=1 ],
[ y(0)=-1 ]], colour=magenta, linecolor=[black, green, red ] );

بود: خواهد چنین نتیجه مͬ�کنیم. استفاده

و green سبز black، سیاه بترتیب جوابها نمودار رن و magenta سرخابͬ پیͺانها رن اینͺه توضیح
شده�اند. انتخاب red قرمز

میپل افزار نرم از استفاده با دیفرانسیل معادله ͷی حل کلͬ دستور دیفرانسیل معادله حل .٧.١٩.١
است: چنین

dsolve( ODE, y(x) );

آن متغیر نام همراه به مجهول تابع نام y(x) و است نظر مورد معمولͬ دیفرانسیل معادله ODE آن در که
مͬ�باشد. x

دیفرانسیل معادله حل برای مثال .٨.١٩.١

y′′−2y′+ y+6xex = 0

دستور از

dsolve( diff(y(x),x,x) - 2*diff(y(x),x) + y(x) + 6*x*exp(x) , y(x));

بود: خواهد چنین نتیجه مͬ�کنیم. استفاده

y(x) =_C1 xex +_C2 ex − x3ex

۶۵ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



معمولͬ دیفرانسیل معادلات بررسͬ در میپل از استفاده اول١٩.١. مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

هستند. دلخواه ،_C1 نظیر مͬ�شوند، شروع آندرلاین با که اسامͬ�ای میپل، جوابخروجͬ در اینͺه توضیح
دارد. وجود _C2 و _C1 دلخواه ثابت دو بالا، خروجͬ در یعنͬ

است: چنین دستور این از دیͽر نمونه�ای مثال .٩.١٩.١

dsolve(diff(y(t),t) - y(t)ˆ2*sin(t) = 0 , y(t) );

بود: خواهد چنین نتیجه که

y(t) = (cos(t)+_C1)−1

افزار نرم از استفاده با معمولͬ اولیه مقدار مساله ͷی حل کلͬ دستور اولیه مقدار مساله حل .١٠.١٩.١
است: چنین میپل

dsolve( { ODE, ICs }, y(x), options );

همراه به مجهول تابع نام y(x) و مساله اولیه شرایط ICs معمولͬ، دیفرانسیل معادله ͷی ODE آن در که
مͬ�باشد. x آن متغیر نام

اولیه مقدار با مساله حل برای مثال .١١.١٩.١

y′′(x) = 2y(x)+1, y(0) = 1, y′(0) = 0

دستور از

dsolve( { diff(y(x),x,x)=2*y(x)+1, y(0)=1, D(y)(0)=0 }, y(x) );

بود: خواهد چنین نتیجه مͬ�کنیم. استفاده

y(x) =
3
4

e
√

2x +
3
4

e−
√

2x − 1
2

اولیه مقدار با مساله حل برای مثال .١٢.١٩.١

y′′(x) = 2y(x)+1, y(0) = 1, y′(0) = 0

دستور از

dsolve( { x∧3*diff(y(x),x$3) + 2*x∧2*diff(y(x),x,x) - x*diff(y(x),x) = 0,
y(1)=-1, D(y)(1)=1, (D@@2)(y)(1)=0 }, y(x) );

بود: خواهد چنین نتیجه مͬ�کنیم. استفاده

y(x) = −1+
1
5

√
5x(1+

√
5)/2− 1

5

√
5x(1−

√
5)/2

یا و تابع تغییر با البته (و متغیر تغییر برای کلͬ دستور دیفرانسیل معادله در متغیر تغییر .١٣.١٩.١
است: چنین میپل افزار نرم از استفاده با معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی در آن) بدون

PDETools[dchange]( { x=X(t,s(t)), y=Y(t,s(t)) }, ODE );

y=Y(t،s(t)) x=X(t،s(t))، دستورات و مفروضاست، معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷیODE آن در که
است. فرضشده s(t) جدید تابع و t، جدید متغیر اینجا، در مͬ�دهند. توضیح را متغیر تغییر
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اول مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ معمولͬفصل دیفرانسیل معادلات بررسͬ در میپل از استفاده .١٩.١

اولر معادله در ،y = s(t) تابع تغییر و x = et متغیر تغییر ایجاد برای مثال .١۴.١٩.١

x3 y′′(x)− x2 y(x)+ xy(x) = y(x)− x

دستور از

PDETools[dchange]( { x=exp(t), y=s(t) }, x∧3*diff(y(x),x$3)
-x∧2*diff(y(x),x$2)+x*diff(y(x),x)=y(x)-x );

بود: خواهد ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی نتیجه، مͬ�کنیم. استفاده

s′′′(t)−4 s′′(t)+4 s′(t)− s(t)+ et = 0.

معادله در ،y = s(t)− t تابع تغییر و x = s(t)+ t متغیر تغییر ایجاد برای مثال .١۵.١٩.١

y′(x) =
y(x)3+ xy(x)2− x2 y(x)− x3+8
y(x)3+ xy(x)2− x2 y(x)− x3−8

دستور از

PDETools[dchange]( { x=s(t)+t, y=s(t)-t }, diff(y(x),x) = (y(x)∧3+
x*y(x)∧2-x∧2*y(x)-x∧3+8)/(y(x)∧3+x*y(x)∧2-x∧2*y(x)-x∧3-8) );

بود: خواهد تفͺی�ͷپذیر معادله ͷی نتیجه، مͬ�کنیم. استفاده

s′(t) = t s2(t).

استفاده با کامل دیفرانسیل معادله ͷی حل برای کلͬ دستور کامل دیفرانسیل معادلات حل .١۶.١٩.١
است: چنین میپل افزار نرم از

PDETools[firint]( ODE );

است. مفروض معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی ODE آن در که

کامل معادله حل برای مثال .١٧.١٩.١

x
(
x2+3y2)dy+ y

(
y2+3 x2)dx = 0

دستور از

PDETools[firint]( x*(x∧2+3*y(x))*diff(y(x),x)+y(x)*(x∧2+y(x)∧2)=0 );

بود: خواهد چنین نتیجه مͬ�کنیم. استفاده

xy(x) (x2+ y2(x))+_C1 = 0.

انتͽرال فاکتور یافتن برای کلͬ دستور دیفرانسیل معادله ͷی برای انتͽرال فاکتور یافتن .١٨.١٩.١
است: چنین میپل افزار نرم از استفاده با معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی

PDETools[intfactor]( ODE, _mu=f(x,y) );
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معمولͬ دیفرانسیل معادلات بررسͬ در میپل از استفاده اول١٩.١. مرتبه دیفرانسیل معادلات .١ فصل

انتͽرال فاکتور احتمالͬ شͺل f(x،y) و است، مفروض معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی ODE آن در که
ساده�تر دستور از مͬ�توان باشد، نداشته وجود ابتدا از حدسͬ اگر البته، است. شده حدس پیش از که است

نمود: استفاده زیر

PDETools[intfactor]( ODE );

دیفرانسیل معادله برای انتͽرال فاکتور ͷی کردن پیدا برای مثال .١٩.١٩.١

3 x2 y2(x)y′(x)+ x4 ln(x)−2 xy3(x)

دستور از
ODE := 3*x∧2*y(x)∧2*diff(y(x),x) +x∧4*ln(x)-2*x*y(x)∧3;
M := DETools[intfactor]( ODE );

بود: خواهد چنین نتیجه، مͬ�کنیم. استفاده

M =
1
x4 .

معادله در عامل این کردن ضرب با نامیده�ایم. M را آمده بدست انتͽرال فاکتور اسم اینجا در که شود توجه
دستور با را حاصل معادله مͬ�رسیم. کامل معادله ͷی به مفروض،

DETools[firint]( M*ODE );

نمود: حل مͬ�توان

y3(x)
x2 + x ln(x)− x+_C1 = 0.
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٢ فصل

بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات

اولیه تعاریف و مفاهیم ١.٢ بخش

این کلͬ فرم مͬ�نامند. بالا مرتبه دیفرانسیل معادله را 2 ≤ مرتبه با دیفرانسیل معادله تعریف .١.١.٢
صورت: به معادلات گونه

E : F
(
x,y,y′, · · · ,y(n)

)
= 0, (١.٢ )

١ دستͽاه: جواب یافتن مساله مͬ�نامیم. ام n مرتبه از را E معادله .∂F/∂y(n) , 0 که است

y(n) = f
(
x,y,y′, · · · ,y(n−1)

)
, x ∈ I,

y(x0) = y0,
y′(x0) = y′0,
...

y(n−1)(x0) = y(n−1)
0 .

.x0 ∈ I و است بازه ͷی I ⊆ R که مͬ�نامیم اولیه مقدار با مساله یا کوشͬ مساله را

بر آن اول مرتبه جزئͬ مشتقات تمام و f : D → R و D ⊆ Rn+1 کنیم فرض قضیه .٢.١.٢
هر ازای به صورت این در باشند، کراندار D بر ∂ f /∂y(n−1) و . . . ،∂ f /∂y و باشند پیوسته D
(x0 − بازه بر شده تعریف φ : R→ R تابع ͷی و هست ای ε > 0 ͷی D از

(
x0,y0,y′0, · · · ,y

(n−1)
0

)
که گونه�ای به ε, x0+ε)

∀x ∈ (x0−ε, x0+ε) : φ(n)(x) = f
(
x,φ(x), · · · ,φ(n−1)(x)

)
,

φ(x0) = y0, φ
′(x0) = y′0, · · · , φ(n−1)(x0) = y(n−1)(x0).

علم دانشͽاه ریاضͬ دانشیار نجفͬ�خواه، مهدی تالیف: — ١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز آخرین — ١

میان در m_nadjafikhah@iust.ac.ir آدرس به نویسنده با را پیشنهادی یا و انتقاد هرگونه ایران. صنعت و
کنید: تهیه را آن نسخه آخرین لطفا تغییر. حال در احتمالا و است تهیه دست در کتاب این بͽذارید.

http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/ODE/Fa2.pdf
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اولیه تعاریف و مفاهیم .١.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

بالا شرایط در دو هر ψ و φ اگر که معنͬ این به است. بفرد منحصر x0 از ͬͽهمسای ͷی حد در تابع این
برابرند. x0 از ͬͽهمسای ͷی در آنͽاه کنند، صدق

صورت: این در .E : y′′ = siny′+ exp(−yx2) کنیم فرض مثال .٣.١.٢

f (x,y,y′) = siny′+ exp(−yx2),
∂ f
∂x
= −2xyexp(−yx2),

∂ f
∂y
= −x2 exp(−yx2),

∂ f
∂y′
= cosy′,

٢.١.٢ به بنا صورت این در کراندارند. D بر ∂ f /∂y′ و ∂ f /∂y توابع و پیوسته�اند D = R2 بر ͬͽجمل که
صدق E در اولا که دارد وجود ای φ : R→ R تابع ͷی و ای ε > 0 ͷی (x0,y0,y′0) ∈ R3 هر ازای به
حد در تابع این بعلاوه .φ′(x0) = y′0 و φ(x0) = y0 ثانͬ در و x ∈ (x0 − ε; x0 + ε) هر ازای به مͬ�کند

است. فرد به منحصر x0 از ͬͽهمسای ͷی

معادله عمومͬ جواب دلخواهند، اعداد B و A که S : y = Ax + B دهید نشان مثال .۴.١.٢
است. E : y′′ = 0

S در توابع پس مͬ�کند. صدق E در که y′′ = 0 لذا و y′ = A آنͽاه ،y= Ax+B اگر که است روشن ∫حل:
y′′ dx صورت= این در کند. صدق E در y = f (x) کنیم فرض بالعͺس مͬ�کنند. صدق E معادله در

در .
∫

f ′(x)dx =
∫

Adx که مͬ�شود ملاحظه مجدد است. ثابت عددی A که f ′(x) = A یا
∫

0dx
دارد. تعلق S به که f (x) = Ax+B نتیجه

بͽیرید: نظر در را زیر مساله مثال .۵.١.٢

y′′ = 2
√

y′, y(0) = 0, y′(0) = 0.

دارد وجود جواب یعنͬ هستند. مساله این جواب دو هر y2(x) = x8/3 و y1 = 0 توابع صورت این در
مساله: این در که شود توجه نیست! بفرد منحصر ولͬ

f (x,y,y′) = 2
√

y′,
∂ f
∂x
=
∂ f
∂y
= 0,

∂ f
∂y′
=

1
√

y′
,

است. الزامͬ ٢.١.٢ در ∂ f /∂y′ کرانداری شرط یعنͬ، است. بͬ�کران (x,y,0) در آخری که

است: E معادله جواب y که دهید نشان مورد هر در تمرینات .۶.١.٢

1) y = x(sin x− cos x), E : y′′+ y = 2(cos x+ sin x),
2) y = x2 ln x, E : xy′′ = 2,
3) x+ c = e−y, E : y′′ = y′2,
4) x = 1+ et, y = tet, E : (x−1)y′′ = 1,
5) x = A+ t4/4, y = B+ t5/5, E : y′′y′3 = 1.

است. y′′+ y = 0 عمومͬ جواب y = Asin x+Bcos x دهید نشان (۶

است. y′′−3y′+2y = 2 عمومͬ جواب y = Aex+Be2x +1 دهید نشان (٧
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢

بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش ٢.٢ بخش

مثلا، مͬ�گوییم. مرتبه کاهش گردد، حاصل پایین�تر مرتبه از معادله�ای آن نتیجه در که معادله بر عملیاتͬ به
مͬ�باشد. پایین�تر مرتبه ͷی از که مͬ�رسیم y′ = A معادله به بͽیریم، انتͽرال y′′ = 0 معادله طرفین از اگر
و است ممͺن کار این موارد برخͬ در اما داد، کاهش بتوان را معادله�ای هر مرتبه که نیست طور این البته،

مͬ�شود. حل مشͺلات از قسمتͬ (احتمالا˟) کار این با
از مͬ�توان معادلاتͬ، چنین مرتبه کاهش برای (E : y(n) = f (x) شͺل به (معادلات تعریف .١.٢.٢
و شده کم معادله مرتبه رفته رفته کار این ادامه با گرفت. انتͽرال x به نسبت شده داده معادله طرف دو

آمد: خواهد بدست چنین E عمومͬ جواب مͬ�آید. بدست انتͽرالͽیری بار n با y نهایتاً

S : y =
∫
· · ·

∫
︸   ︷︷   ︸

تا n

f (x)dx · · ·dx︸   ︷︷   ︸
تا n

+An−1xn+1+ · · ·+A1x+A0, (٢.٢ )

دلخواهند. ثابت اعداد An−1, · · · ,A1,A0 که
کنید. حل را E : y(4) = x+1 معادله مثال .٢.٢.٢

است: نیاز x+1 از انتͽرالͽیری با چهار به حل:

y =

∫∫∫∫
(x+1)dxdxdxdx

=

∫∫ ∫ {
x2

2
+ x

}
dxdxdx+A

=

∫∫ {
x3

6
+

x2

2

}
dxdx+Ax+B

=

∫ {
x4

24
+

x3

6

}
dx+A

x2

2
+Bx+C

=
x5

125
+

x4

24
+A

x3

6
+A

x2

6
+B

x2

2
+Cx+D

مجموع: در پس،

S : y =
x5

125
+

x4

24
+AX3+Bx2+Cx+D.

بیابید. را E : y(n) = e−x معادلۀ عمومͬ جواب مثال .٣.٢.٢

نوشت: مͬ�توان استقرا به پس ،
∫

f (x)dx = −e−x و f (x) = e−x مساله این در اینͺه به توجه با ∫∫حل:
· · ·

∫
︸      ︷︷      ︸

nتا

f (x)dx · · ·dxdx︸       ︷︷       ︸
nتا

= (−1)nex +P(x);

عبارتست E عمومͬ پسجواب است. n−1 درجه از و ثابت ضرایب با دلخواه جمله�ای یͷچند P(x) که
از

S : y = (−1)ne−x+An−1xn−1+ · · ·+A1x+A0.
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بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

حل برای ندارند) بر در را آن ام (k−1) مرتبه تا مشتقات و y تابع خود که (معادلاتͬ تعریف .۴.٢.٢
شͺل به دیفرانسیلͬ معادله

E : F
(
x,y(k),y(k+1), · · · ,y(n)

)
= 0,

بنویسیم: و کرده استفاده u = y(k) جدید تابع از است کافͬ

E : F
(
x,u,u′, · · · ,u(n−k)

)
= 0;

که کنیم حل را y(k) = u معادله است کافͬ ،u یافتن و ام (n− k) مرتبه دیفرانسیل معادله این حل از پس
است. آمده ١-٢-٢ در آن بحث

کنید. حل را E : y′′′ =
√

1+ (y′′)2 معادله مثال .۵.٢.٢

مساله ترتیب این به مͬ�کنیم. معرفͬ را u = y′′ جدید تابع پس ندارند. حضور y′ و y معادله این در حل:
نتیجه در است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که داریم را u′ =

√
1+u2 ∫جدید

du
√

1+u2
=

∫
dx.

داریم: گیری انتͽرال از پس

x = ln
(
u+

√
1+u2

)
+C = sinh−1 u+C.

نتیجه: در ،u = y′′ که داریم توجه اما ،u = sinh(x−C) نتیجه در

S : y =

∫ ∫
sinh(x−C)dxdx

=

∫
(cosh(x−C)+A)dx,

= sinh(x−C)+Ax+B;

دلخواهند. ثابت اعداد C و B ،A که

کنید. حل را E : x2+ xy(4) = y′′′+1 معادله مثال .۶.٢.٢

داده معادله مͬ�کنیم. معرفͬ را u = y′′′ جدید تابع پس ندارند. حضور y′′ و y′ و y معادله این در حل:
پس: است. اول مرتبه خطͬ معادله ͷی که مͬ�گردد تبدیل x2+ xu′ = u+1 شͺل به شده

h = exp
(∫ −1

x
dx

)
= exp(− ln x)

=
1
x
,

u = x
(∫

1
x

1− x2

x
dx+C

)
= x

(
−1
x
− x+C

)
=Cx−1− x2.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢

از عبارتست E عمومͬ جواب نتیجه، در ،y′′′ = u فرض به بنا اما

S : y =

∫ ∫ ∫ {
Cx−1− x2

}
dxdxdx,

=

∫ ∫ {
C
2

x2− x− x3

3
+A

}
dxdx,

=

∫ {
C
6

x3− x2

2
− x4

24
+Ax+B

}
dx,

=
C
24

x4− x3

6
− x5

120
+

A
2

x2+Bx+D,

دلخواهند. ثابت اعداد D و C ،B ،A که

معادلات: این کلͬ شͺل ندارد) حضور مستقل متغیر آنها در که (معادلاتͬ تعریف .٧.٢.٢

E : F
(
y,y′, · · · ,y(n)

)
= 0, (٣.٢ )

لازم ادامه در مͬ�کنیم. استفاده y جدید متغیر و p = y′ جدید تابع از معادلات گونه این حل برای است.
کنیم: بازنویسͬ y و p برحسب را E است

y′ =
dy
dx
= p,

y′′ =
dy′

dx
=

dp
dx

=
dp
dy

dy
dx
= p

dp
dy
,

y′′′ =
dy′′

dx
=

d
dx

(
p

dp
dy

)
=

dy
dx

d
dy

(
p

dp
dy

)
= p2 d2 p

dy2 + p
(

dp
dy

)2

.

نتیجه در

y′ = p, y′′ = p
dp
dy
, y′′′ = p2 d2 p

dy2 + p
(

dp
dy

)2

. (۴.٢ )

داشت. خواهیم y و p برحسب ام (n− 1) مرتبه از معادله�ای ،E ام n مرتبه معادله جای به ترتیب این به

به را dy
dx
= φ(x) حاصل پذیر ͷیͺتف معادله بایستͬ برسیم، p = φ(y) به حاصل معادله حل از پس اگر

کنیم. حل x حسب بر y یافتن منظور

کنید. حل را E : y′′+ y′2 = 2e−y معادله مثال .٨.٢.٢

y′′ = p dp
dy داریم (۴.٢ ) مطابق صورت این در باشد. متغیر y و است تابع p و y′ = p کنیم فرض حل:
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بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

.dp
dy
+ p = 2e−y p−1 است. برنولͬ معادله ͷی که مͬ�آید در p dp

dy + p2 = 2e−y شͺل به E معادله لذا و

کنیم. تبدیل du
dy
+2u = 4e−y اول مرتبه خطͬ معادله به u = p1−(−1) جدید تابع فرض با را معادله این

.u = p2 = (y′)2 اما است. دلخواه عددی A که است، u = 4e−y +Ae−2y از عبارت معادله این جواب
داریم ،p = dy

dx به توجه با حال،

dy
dx
= ±

√
4e−y+Ae−2y,

داریم: نتیجه، در هستند. y و x حسب بر پذیر ͷیͺتف معادلاتͬ ∫که
dy

√
4e−y+Ae−2y

= ±
∫

dx.

داریم: چپ سمت انتͽرال در t = ey فرض ∫با
dt

√
4t+A

= ±(x+B).

از عبارتست E عمومͬ جواب و (4t+A) = 4(x+B)2 یا 1
2

√
4t+A = ±(x+B) مجموع در پس،

S : y = ln((x−C1)2+C2).

کنید: حل را زیر مساله مثال .٩.٢.٢

E : y′′ = 2y3, y(0) = 1, y′(0) = 1.

داریم y′′ = p dp
dy اینͺه به توجه با و y متغیر و p = y′ جدید تابع فرض با حل:

p
dp
dy
= 2y3,

دو پس ،p = dp
dx اما است. ثابت عددی A که p2 = y4 +A نتیجه در است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که

داریم: دیفرانسیل معادله

dy
dx
= ±

√
y4+A, (۵.٢ )

از عبارتست E عمومͬ جواب پس، است. پذیر ͷیͺتف معادله ͷی نیز این که

x+B = ±
∫

dy√
y4+A

. (۶.٢ )

که است؛ p = −1
2 و n = 2 ،m = 0 پارامترهای با دیفرانسیلͬ جمله�ای دو ͷی راست سمت انتͽرال البته

۵.٢) را آن اگر که p(1) = 1 مͬ�شود نتیجه y(0) = 1 و y′(0) = 1 فرض از است. (تحلیلͬ) حل قابل غیر
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢

مͬ�شود x+ B = ±
∫ dy

y2 صورت به (۶.٢ ) معادله پس ،A = 0 که گرفت خواهیم نتیجه کنیم، اعمال (
.B = ±1 که مͬ�گیریم نتیجه و کرده استفاده y(0) = 1 فرض از اکنون .x+B = ±1

y است. حل قابل که
به توجه با که 1 = ± y′

y2 صورت این در اما .x = ±( 1
y −1) از عبارتست شده داده مساله جواب بنابراین،

است عبارت شده داده مساله جواب بنابراین، شود. انتخاب + علامت بایستͬ y′(0) = y(0) = 1 فرضیات
.y = 1

1−x از

کنید فرض هستند.) همͽن y(n), · · · ,y′,y به نسبت که (معادلاتͬ تعریف .١٠.٢.٢

E : F
(
x,y,y′, · · · ,y(n)

)
= 0,

ای: t > 0 هر ازای به که گونه�ای به است دیفرانسیلͬ معادله�ای

F
(
x, t y, t y′, · · · , t y(n)

)
= tkF

(
x,y,y′, · · ·y(n)

)
. (٧.٢ )

ͷی از معادله�ای به x و z حسب بر E بازنویسͬ و y = exp
(∫

zdx
)
جدید تابع معرفͬ با صورت این در

مͬ�یابیم. دست پایین�تر مرتبه

کنید. حل را E : x2yy′′ = (y− xy′)2 معادله مثال .١١.٢.٢

که مͬ�شود ملاحظه و F(x,y,y′,y′′) = x2yy′′− (y− xy′)2 مساله این در حل:

F(x, ty, ty′, ty′′) = x2.ty.ty′′− (ty− x.ty′)2

= t2.F(x,y,y′,y′′)

y = exp(
∫

zdx) = e
∫

zdx که است جدید تابعͬ z کنیم فرض است. همͽن y′′ و y′ ،y به نسبت F پس
صورت این در

y′ =
d
dx

exp
(∫

zdx
)

= zexp
(∫

zdx
)
,

y′′ =
d
dx

(
zexp

(∫
zdx

))
= (z′+ z2)exp

(∫
zdx

)
.

مͬ�گیریم: نتیجه E در دادن قرار از پس

x2(z′+ z2)exp
(
2
∫

zdx
)
=

(
exp

(∫
zdx

)
− xzexp

(∫
zdx

))2

.

است: اول مرتبه خطͬ معادله ͷی که ،z2(z′+ z2) = (1− xz)2 دیͽر عبارت به یا و

z′+
2
x

z =
1
x2 .
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بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

،y = exp
(∫

zdx
)
فرض مطابق اما است. ثابت عددی A که x2z = x+A داریم معادله، این حل از پس

بنابراین:

y = exp
(∫

x+A
x2 dx

)
= exp

(
ln |x| − A

x
+ ln B

)
;

از عبارتست E عمومͬ جواب پس است. ثابت عددی نیز 0 < B که

S =
{
y = Bxe−A/x : A,B ∈ R

}
.

مساله جواب ͷی که مͬ�شود منجر y = 0 به B = 0 حالت و x < 0 که است وقتͬ برای B < 0 حالت
است.

کنید. حل را E : 2yy′′ = 3y′2+4y2 معادله مثال .١٢.٢.٢

از همͽن y′′ و y′ ،y به نسبت وضوح به که F(x,y,y′,y′′) = 2yy′′ − 3y′2 − 4y2 مساله این در حل:
صورت: این در .y = exp

(∫
zdx

)
و است جدید تابع z مͬ�کنیم فرض پس است. دو مرتبه

2exp
(∫

zdx
)
× (z′+ z2)exp

(∫
zdx

)
= 3exp

(∫
zdx

)2
+4exp

(∫
zdx

)2
,

است: x و z حسب بر پذیر ͷیͺتف معادله�ای که ،2(z′+ z2) = 3z2+4 یا

2
∫

dz
z2+4

=

∫
dx,

است. دلخواه عددی A که ،z = 2tan(2x+A) بنابراین است. 1
2

arctan
z
2
= x+C آن جوابعمومͬ که

بنابراین ،y = e
∫

zdx اما

y = exp
(∫

z tan(2x+A)dx
)

= exp
(
− ln |cos(2x+A)|+ ln B1

)
,

بنابراین است. مثبت عددی B1 که

S : y =
B

cos(2x+A)
,

حالت B = −B1 باشد منفͬ اگر و B = B1 باشد مثبت مخرج اگر واقع در است. دلخواه عددی B که
است. E جواب که است نظیر y = 0 به B = 0

به را E ام n مرتبه معادله کنید فرض dny, · · · ,d2y,dy,dx,y, x به نسبت همͽن معادلات .١٣.٢.٢
متغیرهای از تابعͬ شͺل

E : G
(
x,y,d,d′y,d2y, · · · ,dny

)
= 0,
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢

مثبت: t هر ازای به که است گونه�ای به G کنید فرض کنیم، تصور

G
(
t.x, tm.y, t.dx, tm.dy, tm.d2y, · · · , tm.dny

)
= tk.G

(
x,y,dx,dy,d2y, · · · ,dny

)
, (٨.٢ )

که گونه�ای به مͬ�کنیم استفاده t جدید متغیر و u جدید تابع از صورت این در است. ثابت عددی k که

x = et, y = uemt.

نوع از یعنͬ ندارد، حضور t مقادیر آن در که مͬ�رسیم معادله�ای به تابع و متغیر تغییر این اعمال از پس
است. ٧.٢.٢

کنید. حل را E : x3y′′ = (y− xy′)2 معادله مثال .١۴.٢.٢

مساله این در حل:

G
(
x,y,dx,dy,d2y

)
= x3 d2y

dx2 −
(
y− x

dy
dx

)2
.

نتیجه در

G
(
tx, tm.y, t.dx, tm.dy, tm.d2y

)
= (t.x)3 tm.d2y

(t.dx)2 −
(
tm.y− (t.x).

tm.dy
t.dx

)2
,

= tm+1.x3 d2y
dx2 − t2m.

(
y− x

dy
dx

)2
.

مطابق صورت این در .m = 1 یا m+ 1 = 2m که گرفت فاکتور را t از توانͬ مͬ�توان صورتͬ در پس
داریم: صورت این در ،y = uet و x = et که مͬ�کنیم استفاده t جدید متغیر و u جدید تابع از ١٣.٢.٢

y′ =
dy
dx
=

dy/dt
dx/dt

=
etdu/dt+ etu

et

=
du
dt
+u,

y′′ =
dy′

dx
=

dy′/dt
dx/dt

=
etd2u/dt2+du/dt

et

=

(
d2u
dt
+

du
dt

)
e−t.

مͬ�شود: نوشته زیر شͺل به E معادله پس

(et)3
(

d2u
dt
+

du
dt

)
e−1 =

(
uet − et

(
du
dt
+u

))2

.

دیͽر بیان به یا

E :
d2u
dt2 =

(
du
dt

)2

− du
dt
,
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بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

مͬ�یابد: مرتبه کاهش p = du/dt فرض با که

d2u
dt2 =

d(du/dt)
dt

=
dp
dt

=
dp
du

du
dt
= p

dp
du
.

شͺل به E معادله پس

p
dp
du
+ p = p2,

dp
du
+1 = p باید پس p , 0 اگر x = Cy داریم ،y = uet چون و u = C لذا و p = 0 یا پس درمͬ�آید.

بنابراین است. پذیر ͷیͺتف معادله ͷی ∫که
dp

p−1
=

∫
du =⇒ p = 1+Beu,

است. پذیر ͷیͺتف معادله�ای که du/dt = 1+Beu بنابراین p؛ = du/dt اما است. دلخواه عددی B که
∫بنابراین

du
1+Beu =

∫
dt =⇒ u = ln

et

Bet +A
.

از عبارتست E عمومͬ جواب و y
x
= ln(

x
Bx+A

) بنابراین ،y = uet و x = et طرفͬ از

E : y = ln
( x

Bx+A

)
.

کنید. تبدیل اول مرتبه معادله ͷی به را 2y′′ =
y′

x
+

x
y
معادله مثال .١۵.٢.٢

مساله این در حل:

G(x,y,dx,dy,d2y) = 2
d2y

(dx)2 −
1
x

dy
dx
+

x
y

;

که مͬ�گردد ملاحظه و

G(tx, tm.y, t.dx, tm.dy,dm.d2y) = 2
tm.d2y
(t.dx)2 −

1
t.x

tm.dy
t.dx

+
t.x

tm.y
,

= tm−2.

(
2

d2y
(dx)2

)
− tm−2.

(
1
x

dy
dx

)
+ t1−m.

x
y
.

جدید تابع از بنابراین، .m = 3
2 یعنͬ m−2 = 1−m که گرفت فاکتور را t از توانͬ مͬ�توان صورتͬ در پس

که مͬ�کنیم استفاده t متغیر و u

y = ue3t/2, x = et.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه معادلات مرتبه کاهش .٢.٢

داریم: بنابراین

y′ =
dy
dx
=

dy
dt
÷ dx

dt

=

(
du
dt

e3t/2+
3
2

ue3t/2
)
÷ et,

= e3t/2
(

du
dt
+

3
2

u
)
,

y′′ =
dy′

dx
=

dy′

dt
÷ dx

dt

=

(
3
2

e3t/2
{

du
dt
+

3
2

u
}
+ e3t/2

{
d2u
dt2 +

3
2

du
dt

})
÷ et,

= e−t/2
(

d2u
dt2 +2

du
dt
+

3
4

u
)
,

مͬ�کنیم: بازنویسͬ t و u حسب بر را E معادله اکنون

d2u
dt2 +

3
2

du
dt
=

1
2u
,

مͬ�گیریم: کار به را u متغیر و p = du/dt جدید تابع پس است. t مستقل متغیر فاقد معادله�ای که

dp
du
+

3
2
=

1
2up

.

دیͽر بیان به و dz
du
=

1
2u(z−3u/2)

داریم صورت این در z؛ = p+
3
2

u فرضشود چنانچه

du
dz
= u(2z−3u),

مͬ�کنیم: بازنویسͬ z و s برحسب را مساله و u = s1−2 مͬ�کنیم فرض پس است. برنولͬ معادله ͷی که

ds
dz
= 2zs−3,

یا s = e−z2 (
3
∫

ez2
dz+C

)
از عبارتست آن جواب است. اول مرتبه خطͬ معادله ͷی که

e1/(p+3u/2)2
= 3u

∫ p+3u/2

0
et2 dt+Cu.

بسیار و خطͬ غیر حاصل معادله که p = du/dt مطابق زیرا ندارد، تحلیلͬ حل روش عملا آخر معادله
است. پیچیده
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بالا مرتبه خطͬ معادلات .٣.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .١۶.٢.٢

1) y(4) = x, 2) y′′(x+2)5 = 1,
3) y′′′ = x+ cos x, 4) y′ = xy′′,

5) xy′′ = (1+2x2)y′, 6) xy′′+ y′ = 0,

7) xy′′+ y′ = x2, 8) xy′′ ln x = y′,

9) xy = y′ ln(y′/x), 10) 2y′′ = y′/x+ x2/y′,

11) y′′′ =
√

1− y′′2, 12) y′′ = 1+ y′2,

13) xy′′′ = y′′, 14) y′′+ y′+2 = 0,

15) yy′′ = y′2, 16) y′′ = y′(1+ y′),

17) 2y′′ = 3y2, 18) y′′′+ y′′2 = 0,
19) 3y′y′′ = 2y, 20) y′′ = 2yy′′,

21) y3y′′ = −1, 22) yy′′ = y′2+ y2y′,

23) 2yy′′ = 3y′2+4y2, 24) y′′′ = 3yy′.

بالا مرتبه خطͬ معادلات ٣.٢ بخش

معادله هستند. I ⊆ R بازه بر توابعͬ f (x) و an(x) . . . ،a1(x) ،a0(x) کنید فرض تعریف .١.٣.٢
فرم به

E : an(x)y(n)+ · · ·+a1(x)y′+a0(x)y = f (x), (٩.٢ )

باشد، صفر I بر f (x) اگر مͬ�نامیم. E مرتبه را n ،an(x) , 0 اگر مͬ�نامند. خطͬ دیفرانسیل معادله را
معادله مͬ�نامیم. همͽن را E معادله

Eh : an(x)y(n)+ · · ·+a1(x)y′+a0(x)y = 0, (١٠.٢ )

مͬ�نامیم. E به نظیر همͽن معادله را

خصوصͬ جواب ͷی yp و E عمومͬ جواب y ،Eh عمومͬ جواب yh کنید فرض قضیه .٢.٣.٢
.y = yh+ yp صورت این در باشد. E معادله

زیرا مͬ�کند، صدق Eh همͽن معادله در y−yp آنͽاه باشد، E معادله دلخواه جواب ͷی y اگر : برهان

an(x)(y− yp)(n)+ · · ·+a1(x)(y− yp)′+a0(x) (y− yp) =

=
(
an(x)y(n)+ · · ·+a1(x)y′+a0(x)y

)
−

(
an(x)y(n)

p + · · ·+a1(x)y′p+a0(x)yp
)

= f (x)− f (x)
= 0.

2 باشد. ای yh ͷی صورت به باید y− yp دیͽر، عبارت به
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل بالا مرتبه خطͬ معادلات .٣.٢

سپس آورده، بدست را Eh عمومͬ جواب ابتدا E خطͬ دیفرانسیل معادله حل برای نتیجه .٣.٣.٢
مͬ�کنیم. جمع را آنها آنͽاه و مͬ�آوریم بدست E از خصوصͬ جواب ͷی

مͬ�گردد: تقسیم مساله دو به بالا مرتبه خطͬ معادله مساله حل بنابراین،

و همͽن بالای مرتبه خطͬ معادله ͷی حل مساله (١

مفروض. معادله خصوصͬ جواب ͷی یافتن مساله (٢

مͬ�گردد ظاهر متعددی فصول دوم مساله حل برای ولͬ مͬ�شود، حل ساده بسیار موارد قالب در اول مساله
مͬ�دهد. پوشش را f (x) توابع از دامنه�ای ͷی هر که

Cn, · · · ,C2,C1 و هستند I ⊆ R بازه بر توابعͬ fn(x), · · · , f2(x), f1(x) کنید فرض تعریف .۴.٣.٢
تابع: دلخواهند. ثابت اعداد

f (x) =C1 f1(x)+C2 f2(x)+ · · ·+Cn fn(x),

که مͬ�گوییم صفر صورتͬ در را بالا ترکیب مͬ�نامیم. I بازه بر fn, · · · , f2, f1 توابع خطͬ ترکیب ͷی را
باشند: صفر آن ضرایب همه که مͬ�گوییم بدیهͬ صورتͬ در را بالا ترکیب . f (x) = 0 ای x ∈ I هر ازای به

.∀i : ci = 0
بدیهͬ آنها صفر خطͬ ترکیب هر که خطͬ�اند مستقل I بر fn, · · · , f2, f1 توابع مͬ�گوییم صورتͬ در

دیͽر بیان به باشد.

∀x ∈ I : C1 f1(x)+C2 f2(x)+ · · ·+Cn fn(x) = 0 =⇒ C1 =C2 = · · · =Cn = 0.

نباشند. خطͬ مستقل که گوییم خطͬ وابسته صورتͬ در را توابع

مستقل I = R بر f3 و f2 ، f1 صورت این در . f3 = x2 و f2 = x ، f1 = 1 کنیم فرض مثال .۵.٣.٢
داریم: ، f ≡ 0 اگر آنͽاه ، f =C1 f1+C2 f2+C3 f3 اگر زیرا خطͬ�اند.

f (0) = 0,
f (1) = 0,

f (−1) = 0,
=⇒


C1(1)+C2(0)+C3(0) = 0,

C2(1)+C3(1) = 0,
C2(−1)+C3(1) = 0,

=⇒


C1 = 0,

C2+C3 = 0,
−C2+C3 = 0.

است. تمام برهان و C1 =C2 =C3 = 0 پس

I = R بر f3 و f2 ، f1 صورت این در . f3 = cos2 x و f2 = sin2 x ، f1 = 1 فرضکنید مثال .۶.٣.٢
زیرا خطͬ�اند، وابسته

(1) f1+ (−1) f2+ (−1) f3 = 0.

است. sin2+cos2 x = 1 معنͬ به تساوی این

است. خطͬ وابسته خانواده آن باشد، داشته وجود صفر تابع که توابع از خانواده هر در مثال .٧.٣.٢

این در هستند I ⊆ R بر پیوسته توابعͬ an(x) و . . . ،a1(x) ،a0(x) کنید فرض قضیه .٨.٣.٢
عمومͬ جواب که دارند وجود گونه�ای به I بر fn(x) و . . . ، f2(x) ، f1(x) خطͬ مستقل تابع n صورت

همͽن

Eh : an(x)y(n)+ · · ·+a1(x)y′+a0(x)y = 0,
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گرامͬ و ͬͺرونس .۴.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

است: توابع این خطͬ ترکیبات مجموعه برابر

Sh : yh = c1 f1(x)+ c2 f2(x)+ · · ·+ cn fn(x), c1,c2, · · · ,cn ∈ R.

کنید. حل را E : y′′+ y = 1 معادله مثال .٩.٣.٢

y1 = sin x توابع که مͬ�شود ملاحظه .Eh : y′′ + y = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
عبارتست Eh عمومͬ جواب ٨.٣.٢ به بنا پس هستند. خطͬ مستقل و هستند Eh جواب y2 = cos x و
مͬ�کند. صدق E در yp = 1 وضوح به بعلاوه، دلخواهند. اعداد B و A که yh = Asin x+ Bcos x از

از عبارتست E عمومͬ جواب ٢.٣.٢ قضیه به بنا بنابراین،

y = yp+ yh

= 1+Asin x+Bcos x,

.I = R مساله این در دلخواهند. ثابت اعداد B و A که
کنید. حل را E : x′y′′− xy′+2y = x ln x معادله مثال .١٠.٣.٢

f2 = و f1 = sin(ln x) توابع .E : x′y′′ − xy′ + 2y = 0 از عبارتست Eh به نظیر همͽن معادله حل:
جواب ͷی yp = x ln x بعلاوه مͬ�باشند. خطͬ مستقل و هستند Eh جواب I = (0;∞) بر cos(ln x)

از عبارتست E عمومͬ جواب پس است. I بر E خصوصͬ

y = yp+ yh

= x ln x+Asin(ln x)+Bcos(ln x).

خطͬ�اند: مستقل شده داده توابع که دهید نشان مورد هر در تمرینات .١١.٣.٢

1) y1 = 1, y2 = ex, y3 = e−x, I = R,
2) y1 = tan x, y2 = cot x, I = (0;π/2),
3) y1 = ex, y2 = xex, y3 = x2ex, y4 = x3ex, I = R,
4) y1 = sin x, y2 = sin2x, y3 = sin3x, I = R.

خطͬ وابسته توابع از خانواده آن باشند، هم از مضربͬ تابع دو خانواده�ای در اگر که دهید نشان (۵
هستند.

گرامͬ و ͬͺرونس ۴.٢ بخش

توسط که دارد وجود کار این شدن ساده�تر برای راه دو است. گیری وقت کار توابع استقلال تحقیق اغلب
است. شده مطرح گرامͬ و ͬͺرونس

توابع، این ͬͺرونس از منظور هستند. I ⊆ R بر توابعͬ yn, · · · ,y2,y1 کنید فرض تعریف .١.۴.٢
دترمینان

W(y1,y2, · · · ,yn) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)

...
...

...

y(n−1)
1 (x) y(n−1)

2 (x) · · · y(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (١١.٢ )
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل گرامͬ و ͬͺرونس .۴.٢

مͬ�گردد. تعریف I بر که است x از تابعͬ حاصل مͬ�باشد.

صورت، این در هستند. خطͬ وابسته I بازه بر yn, · · · ,y2,y1 کنید فرض لزوم) (قضیه قضیه .٢.۴.٢
نباشد صفر متحد I بر توابع این ͬͺرونس اگر دیͽر، بیان به است. صفر با متحد I بر توابع این ͬͺرونس

هستند. خطͬ مستقل توابع این صورت این در باشد) صفر مخالف ای x0 ∈ I ͷی لااقل در (یعنͬ،

خطͬ�اند؟ مستقل توابع این صورت چه در .y3 = ecx و y2 = ebx ،y1 = eax فرضکنید مثال .٣.۴.٢

مͬ�دهیم: تشͺیل را توابع این ͬͺرونس ابتدا حل:

W(y1,y2,y3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
eax ebx ecx

aeax bebx cecx

a2eax b2ebx c2ecx

∣∣∣∣∣∣∣∣
= eaxebxecx

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= e(a+b+c)x(a−b)(b− c)(c−a).

حاصلضرب که است لازم شود، صفر تابع سه این ͬͺرونس باشد قرار ای x0 ∈ Rͷی ازای به حتͬ اگر پس
متفاوت c و b ،a عدد سه این اگر یعنͬ، .a = c یا b = c aیا = b یعنͬ شود. صفر (a−b)(b−c)(c−a)
و b ،a عدد سه این از برخͬ اگر که است روشن بالعͺس، هستند. خطͬ مستقل تابع سه این آنͽاه باشند،

مͬ�شود. خطͬ وابسته آنها مجموعه لذا و مͬ�شوند ͬͺی نظیر توابع آنͽاه باشند، برابر هم با c

بر آنها ͬͺرونس که حالͬ در هستند خطͬ مستقل I = [0;1] بازه به زیر توابع دهید نشان مثال .۴.۴.٢
و باشد صفر با متحد ͬͺرونس که است این ͬͽوابست برای لازم شرط دیͽر، بیان به است. صفر بازه این

نیست: کافͬ شرط این

y1(x) =

{
0 0 ≤ x ≤ 1/2 اگر
(x−1/2)2 1/2 < x ≤ 1 اگر

y2(x) =

{
(x−1/2)2 0 ≤ x ≤ 1/2 اگر
0 1/2 ≤ x ≤ 1 اگر

داریم: ͬͺرونس تعریف به توجه با حل:

W(y1,y2) =



∣∣∣∣∣∣ 0 (x−1/2)2

0 2(x−1/2)

∣∣∣∣∣∣ = 0 0 ≤ x ≤ 1/2 اگر

∣∣∣∣∣∣ (x−1/2)2 0
2(x−1/2) 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 1/2 ≤ x ≤ 1 اگر

که باشند اعدادی c2 و c1 اگر طرفͬ از

f (x) := c1y1(x)+ c2y2(x).

مͬ�گیریم: نتیجه x = 3/2 و x = 1/4 انتخاب با صورت این در باشند، صفر متحد I }بر
f (1/2) = 0,
f (3/2) = 0, =⇒

{
c2(1/4−1/2)2 = 0,
c1(3/4−1/2)2 = 0, =⇒

{
c2 = 0,
c1 = 0.

٨٣ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



گرامͬ و ͬͺرونس .۴.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

هستند. خطͬ مستقل توابع این پس

ͷی جواب ͬͽهم و هستند I بازه بر توابعͬ yn, · · · ,y2,y1 کنید فرض کفایت) (قضیه قضیه .۵.۴.٢
توابع آنͽاه باشد، صفر توابع این ͬͺرونس ای x ∈ I هر ازای به اگر هستند. همͽن خطͬ دیفرانسیل معادله
کل بر آنͽاه باشد، صفر I از نقطه ͷی در توابع این ͬͺرونس اگر بعلاوه، هستند. خطͬ وابسته I بر مذکور

است. صفر I

هستند. E : y(3) = 0 معادله جواب y3 = x2 و y2 = x ،y1 = 1 ،y0 = (x+1)2 توابع مثال .۶.۴.٢
بعلاوه

W(y0,y1,y2,y3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x−1)2 1 x x2

2(x+1) 0 1 2x
2 0 0 2
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

هستند. خطͬ وابسته توابع این پس

E : y′′′+4y′ = 0 معادله جواب y3 = (sin x−cos x)2 و y2 = sin2x ،y1 = 1 توابع مثال .٧.۴.٢
بعلاوه هستند.

W(y1,y2,y3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 sin2x (sin x− cos x)2

0 2cos2x −2cos2x
0 4sin2x 4sin2x

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

هستند. خطͬ وابسته تابع سه این نتیجه، در

مͬ�کنیم: تعریف هستند. I = [a,b] بر توابعͬ y = y2(x) و y = y1(x) کنید فرض قضیه .٨.۴.٢

⟨y1,y2⟩ :=
∫ b

a
y1(x)y2(x)dx.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را توابع این گرامͬ صورت دراین باشند، I بر توابعͬ yn, · · · ,y2,y1 اگر

Γ(y1,y2, · · · ,yn) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⟨y1,y1⟩ ⟨y2,y1⟩ · · · ⟨yn,y1⟩
⟨y1,y2⟩ ⟨y2,y2⟩ · · · ⟨yn,y2⟩

...
...

...
⟨y1,yn⟩ ⟨y2,yn⟩ · · · ⟨yn,yn⟩

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (١٢.٢ )

شرط صورت این در شوند. تعریف I ⊆ R بازه بر yn, · · · ,y2,y1 توابع کنید فرض قضیه .٩.۴.٢
صفر مخالف I بر آنها گرامͬ که است این باشند خطͬ مستقل I بر مفروض توابع اینͺه برای کافͬ و لازم

باشد.

هستند. خطͬ وابسته I = [0,1] بازه بر y2 = 2x و y1 = x توابع دهید نشان مثال .١٠.۴.٢

٨۴ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل گرامͬ و ͬͺرونس .۴.٢

داریم: ٢-۴-٧ به توجه با حل:

⟨y1,y1⟩ =
∫ 1

0
x2 dx =

x3

3

∣∣∣∣1
0
=

1
3
,

⟨y1,y2⟩ = ⟨y2,y1⟩ =
∫ 1

0
2x2 dx

= 2
x3

3

∣∣∣∣1
0
=

2
3
,

⟨y2,y2⟩ =
∫ 1

0
4x2 dx

= 4
x3

3

∣∣∣∣1
0
=

4
3
.

بنابراین

Γ(y1,y2) =

∣∣∣∣∣∣ ⟨y1,y1⟩ ⟨y1,y2⟩
⟨y2,y1⟩ ⟨y2,y2⟩

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
3

2
3

2
3

4
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

هستند. خطͬ مستق I = [0,2π] بر y3 = cos x و y2 = sin x ،y1 = 1 توابع دهید نشان مثال .١١.۴.٢

داریم: ٢-۴-٧ ͷکم به حل:

Γ(y1,y2,y3) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫ 2π

0
1dx

∫ 2π

0
sin xdx

∫ 2π

0
cos xdx∫ 2π

0
sin xdx

∫ 2π

0
sin2 xdx

∫ 2π

0
sin xcos xdx∫ 2π

0
cos xdx

∫ 2π

0
sin xcos xdx

∫ 2π

0
cos2 xdx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x
∣∣∣2π
0 −cos x

∣∣∣2π
0 sin x

∣∣∣∣2π
0

−cos x
∣∣∣∣2π
0

x
2
− 1

4
sin2x

∣∣∣∣2π
0

sin2 x
2

∣∣∣2π
0

sin x
∣∣∣2π
0

sin2 x
2

∣∣∣∣2π
0

x
2
+

1
4

sin2x
∣∣∣∣2π
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2π 0 0
0 π 0
0 0 π

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2π3 , 0.
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ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله .۵.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

خیر. یا خطͬ�اند مستقل شده داده توابع دسته که کنید مشخص مورد هر در تمرینات .١٢.۴.٢

1) 2, x,
2) 1, 2, x, x2,
3) loga x, loga x2,
4) ex, e−x, xex,
5) 1, arcsin x, arccos x,

6) 5, sin2 x, cos2 x,
7) 2, sin2 x, cos2x,
8) ex, xex, x2ex,
9) e−x sin x, e−x cos x,
10) sin x, sin(x+π/4).

نیستند: خطͬ وابسته ولͬ است، صفر شده داده توابع ͬͺرونس دهید نشان مورد هر در

11) y1(x) =
{

x2 −1 ≤ x ≤ 0 اگر
0 0 ≤ x ≤ 1 اگر y2(x) =

{
0 −1 ≤ x ≤ 0 اگر
x2 0 ≤ x ≤ 1 اگر

12) y1(x) =
{

x3 −2 ≤ x ≤ 0 اگر
0 0 ≤ x ≤ 1 اگر y2(x) =

{
0 −2 ≤ x ≤ 0 اگر
x2 0 ≤ x ≤ 1 اگر

در باشد، A از زیرمجموعه�ای B و باشد I بر خطͬ مستقل توابع از خانواده�ای A اگر که دهید نشان (١۴
است. خطͬ مستقل نیز B صورت این

ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله ۵.٢ بخش

شͺل به دیفرانسیل معادله تعریف .١.۵.٢

E : any(n)+an−1y(n−1)+ · · ·+a1y′+a0y = f ,

f ≡ 0 اگر مͬ�شود. ثابتنامیده ضرایب با خطͬ استمعادله تابع ͷی f و ثابتند اعداد an, · · · ,a2,a1 که
ثابتمͬ�نامند. ضرایب با همͽن خطͬ معادله را E معادله

از تابعͬ D واقع در است. x به نسبت مشتقͽیری عملͽر D =
d
dx

که کنید فرض تعریف .٢.۵.٢

نشان D2 نماد با را D کارگیری به بار دو حاصل .D( f ) = f ′ است: توابع مجموعه بتوی توابع مجموعه
است: تعریف قابل Dn مشابه صورت به مͬ�دهیم.

D( f ) = f , D2( f ) = f ′′, D3( f ) = f ′′′, . . . .

مفروض توابعͬ an(x) و . . . ،a1(x) ،a0(x) اگر نمود: تعریف مͬ�شود نیز تابعͬ ضرایب با خطͬ ترکیب
صورت این در باشند،

L = anDn+an−1Dn−1+ · · ·+a1D+a0, (١٣.٢ )

مͬ�گردد: تعریف زیر شͺل به x متغیر هر و f تابع هر ازای به و است عملͽر ͷی

(L f )(x) = an(x) f (n)+an−1(x) f (n−1)(x)+ · · ·+a1(x) f ′(x)+a0(x) f (x).

آنͽاه باشد، تابع ͷی y = f (x) اگر است. عمͽر ͷی L = xD2−D+1 مثال .٣.۵.٢

L( f ) = x f ′′− f ′+ f .

آنͽاه: ،y = sin x اگر مثلا

L(y) = x(−sin x)− cos x+ sin x.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله .۵.٢

در باشد، دلخواه تابعͬ f اگر زیرا ML , LM آنͽاه ،M = D− x و L = xD−1 اگر مثال .۴.۵.٢
صورت: این

(ML)( f ) = M(L( f ))
= M(x f ′− f )
= (x f ′− f )′− x(x f ′− f )
= x f ′′− x2 f ′+ x f ,

(LM)( f ) = L(M( f ))
= L( f ′− x f )
= x( f ′− x f ′)′− ( f ′− x f )
= x f ′′− (1+ x2) f ′,

متفاوتند. هم با که

LM ،aL+bM صورت این در دلخواه، توابع b و a و باشند خطͬ عملͽر M و L اگر قضیه .۵.۵.٢
.ML = LM آنͽاه باشند، ثابت ضرایب با M و L اگر بعلاوه، هستند. خطͬ عملͽر نیز ML و

عملͽر دو که است پذیر تجزیه L ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر مͬ�گوییم صورتͬ در تعریف .۶.۵.٢
عدد صورت به ͷی هیچ N و M بعلاوه، و L = MN که گردند یافت چنان N و M ثابت ضرایب با خطͬ
ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر ͷی L مͬ�گوییم کرد، نظیر نتوان L به عملͽرهایͬ چنین اگر نباشند. ثابت

است. اول

است: ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر ͷی L کنید فرض قضیه .٧.۵.٢

L = anDn+an−1Dn−1+ · · ·+a1D+a0.

که است آن L بودن اول برای کافͬ و لازم شرط صورت، این در

و a1 , 0 با L = a1D+a0 و n = 1 یا الف)

.△ = a2
1−4a0a2 < 0 و a2 , 0 با L = a2D2+a1D+0 و n = 2 اینͺه یا ب)

قابل اول عملͽرهای از ضربͬ حاصل شͺل به یͺتا صورت به یا و است اول یا ثابت ضرایب با عملͽر هر
است. تجزیه در عوامل ترتیب نیز و است عملͽر در ثابت ضریب حد در یͺتایͬ این است. تجزیه

،D2 عملͽرهای اولند، D2 −2D+2 و D2 +D+1 ،D2 +1 ،D+1 ،D عملͽرهای مثال .٨.۵.٢
زیرا: نیستند، اول D4−1 و D3+1 و D2+5D+6

D2 = D.D,

D2+5D+6 = (D+2)(D+3),
D3+1 = (D+1)(D2−D+1),
D3−1 = (D2−1)(D2+1)

= (D−1)(D+1)(D2+1).
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ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله .۵.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

نوشت: مͬ�توان صورت این در .L = D2−1 کنید فرض مثال .٩.۵.٢

L = (D−1)(D+1)
= (D+1)(D−1)

= 2
(

1
2

D+
1
2

D−1
)
.

ضرب با سومͬ و است اولͬ شده داده ترتیب تغییر دومͬ زیرا، مͬ�دانیم. ͬͺی را تجزیه�ها این همه اما
را ٢-۵-۶ قضیه در مͬ�شود ادعا تجزیه یͺتایͬ مثال این است. شود حاصل عددی عامل ͷی تقسیم و

مͬ�دهد. توضیح

نوشت: مͬ�توان زیرا، نیست. اول L = D4+1 عملͽر مثال .١٠.۵.٢

L = (D2+1)−3D2

=
(
D2+

√
2D+1

) (
D2−

√
2D+1

)
.

که صورتͬ در خیر. یا است اول شده داده عملͽر آیا که کنید مشخص مورد هر در تمرینات .١١.۵.٢
کنید. تجزیه اول عوامل از حاصلضربͬ به را آن نباشد، اول

1) L = D2, 2) L = D2+D,
3) L = D2+4, 4) L = D2−2D−3,
5) L = D3+4D2+13D, 6) L = D5+9D3,

کنید. تجزیه را آن سپس و تعیین را شده داده خطͬ معادله به نظیر دیفرانسیلͬ عملͽر مورد هر در

7) y′′′−2y′′ = 0, 8) y′′′−3y′′−2y′ = 0,
9) 2y′′−3y′−5y = 0, 10) y′′′+2y′′− y′−2y = 0,
11) y′′′−8y = 0, 12) y(4)+ y = 0.

کنید: فرض تعریف .١٢.۵.٢

E : any(n)+an−1y(n−1)+ · · ·+a1y2+a0y = f ,

جمله�ای چند باشد. ام n مرتبه ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی

p(λ) := anλ
n+an−1λ

n−1+ · · ·+a1λ+a0, (١۴.٢ )

E مشخصه معادله و داده نشان CE نماد با را p(λ) = 0 معادله مͬ�نامند. E مشخصه جمله�ای چند را
مͬ�نامند:

CE : anλ
n+an−1λ

n−1+ · · ·+a1λ+a0 = 0. (١۵.٢ )

است! شده استفاده λm از Dm جای به که است E به نظیر خطͬ عملͽر همان p(λ) واقع در

کنیم: فرض ثابت) ضرایب با همͽن معادلات اساسͬ (قضیه قضیه .١٣.۵.٢

E : any(n)+an−1y(n−1)+ · · ·+a1y′+a0y = 0,

کنید فرض است. E به نظیر مشخصه معادله CE و است ثابت ضرایب با و همͽن خطͬ معادله ͷی
رسیده�ایم: زیر شرح به جوابهای به و کرده حل را CE معادله

٨٨ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله .۵.٢

.mk تͺرار با λ = λk و · · · ،m2 تͺرار با λ = λ2 ،m1 تͺرار با λ = λ1 (١

.pℓ تͺرار با λ = αℓ ± iβℓ و · · · و ،p2 تͺرار با λ = αi± iβ2 ،p1 تͺرار با λ = αi± iβ1 (٢

صورت، این در .m1+ · · ·+mk+2(p1+ · · ·+ pl) = n بایستͬ جبر اساسͬ قضیه به بنا که است روشن
مͬ�کنیم: معرفͬ زیر شرح به توابع از خانواده�ای

eλ1 x, xeλ1 x, x2eλ1 x, · · · , xm−1eλ1 x,
eλ2 x, xeλ2 x, x2eλ2 x, · · · , xm−1eλ2 x,

...

eλk x, xeλk x, x2eλk x, · · · , xmk−1eλk x,

eα1 x cos(β1x), xeα1 x cos(β1x), · · · , xp1 eα1 x cos(β1x),
eα1 x sin(β1x), xeα1 x sin(β1x), · · · , xp1 eα1 x sin(β1x),

eα2 x cos(β2x), xeα2 x cos(β2x), · · · , xp1 eα2 x cos(β2x),
eα2 x sin(β2x), xeα2 x sin(β2x), · · · , xp1 eα2 x sin(β2x), (١۶.٢ )

...

eαℓx cos(βℓx), xeαℓx cos(βℓx), · · · , xpℓeαℓx cos(βℓx),
eαℓx sin(βℓx), xeαℓx sin(βℓx), · · · , xpℓeαℓx sin(βℓx).

آنها از خطͬ ترکیب صورت به E از جواب هر و خطͬ�اند مستقل بالا در مشروح توابع صورت این در
است. بیان قابل

کنید. حل را E : y′′′−2y′′−3y′ = 0 معادله مثال .١۴.۵.٢

نتیجه: در که CE : λ3−2λ2−3λ = 0 مساله این در حل:

p(λ) = λ(λ2−2λ−3) = 0 ⇒ λ(λ+1)(λ−3) = 0.

یͷهستند: تͺرار با سه هر که است λ3 = 3 و λ2 =−1 ،λ1 = 0 متمایز حقیقͬ ریشه�های دارای p(λ)پس
توابع ،١٣.۵.٢ به بنا پس .m1 = m2 = m3 = 1

e0x = 1, e(−1)x = e−x, e3x,

از عبارتست E عمومͬ جواب علاوه به و هستند E خطͬ مستقل جوابهای

S : y = A+Be−x+Ce3x,

دلخواهند. ثابت اعداد C و B ،A که

کنید. حل را E : y′′′+2y′′+ y′ = 0 معادله مثال .١۵.۵.٢

که مͬ�شود ملاحظه .CE : λ3+2λ2+λ = 0 مساله این در حل:

p(λ) = λ(λ2+2λ+1) = 0 =⇒ λ = (λ+1)2 = 0.

٨٩ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله .۵.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

١٣.۵.٢ مطابق بنابراین هستند. CE ریشه�های m2 = 2 تͺرار با λ2 = −1 و m1 = 1 تͺرار با λ1 = 0 پس
توابع

e0x = 1, e−1x = e−x, xe−1x = xe−x,

از عبارتست آن عمومͬ جواب و هستند E خطͬ مستقل جوابهای

S : y = A+Be−x+Cxe−x,

دلخواهند. ثابت اعداد C و B ،A که

کنید. حل را E : y′′′+4y′′+13y′ = 0 معادله مثال .١۶.۵.٢

مͬ�شود: ملاحظه CE حل برای .CE : λ3+4λ2+13λ = 0 مساله این در حل:

λ(λ2+4λ+13) = 0, ⇒ λ = 0 یا λ = −2± i,

توابع ١٣.۵.٢ به بنا پس هستند. ͷی تͺرار با دو هر که

e0x = 1, e−2x cos3x, xe−2x sin3x,

از عبارتست E عمومͬ جواب بعلاوه و هستند E جواب و خطͬ�اند مستقل

S : y = A+Be−2x cos3x+Ce−2x sin3x,

دلخواهند. ثابت اعداد C و B ،A که

کنید. حل را E : y(5)−2y(4)+3y′′′4y′′+ y′−2y = 0 معادله مثال .١٧.۵.٢

از عبارتست دیفرانسیل معادله این مشخصه معادله حل:

CE : λ5−2λ4+2λ3−4λ2+λ−2 = 0,

λ = 0± i و ͷی تͺرار با ریشه ͷی λ = 2 پس، نوشت. مͬ�توان (λ−2)(λ2+1)2 = 0 صورت به را آن که
توابع ١٣.۵.٢ مطابق بنابراین، هستند. دو تͺرار با مزدوج مختلط ریشه دو

e2x, e0x cos1x = cos x, e0x sin1x = sin x,

xe0x cos1x = xcos x, xe0x sin1x = xsin x,

از عبارتست آن عمومͬ جواب و هستند E خطͬ مستقل جوابهای

S : y = A+Bcos x+C cos x+Dxcos x+Exsin x,

دلخواهند. ثابت اعداد E و D ،C ،B ،A که

کنید. حل را E : y(4)+4y′′′+8y′′+8y′+4y = 0 معادله مثال .١٨.۵.٢

از عبارتست معادله این مشخصه معادله حل:

CE : λ4+4λ3+8λ2+8λ+4 = 0,
: (λ2+2λ+2)2 = 0.

٩٠ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ استفصل مفروض جوابش مجموعه که همͽنͬ خطͬ معادله یافتن .۶.٢

توابع ١٣.۵.٢ به بنا پس هستند. دو تͺرار با λ = −1± i آن ریشه�های که

e−x cos x, e−x sin x, xe−x cos x, xe−x sin x,

از عبارتست آن عمومͬ جواب و هستند E خطͬ مستقل جوابهای

S : y = Ae−x cos x+Be−x sin x+Cxe−x cos x+Dxe−x sin x,

دلخواهند. ثابت اعداد D و C ،B ،A که
کنید: حل را شده داده همͽن خطͬ معادله مورد هر در تمرینات .١٩.۵.٢

1) y′′ = y, 2) y′′′−3y′′+3y′− y = 0,
3) 3y′′−2y′−8y = 0, 4) y′′+2y′+ y = 0,
5) y(10) = 0, 6) y′′′+6y′′+11y′+6y = 0,
7) y′′′−8y = 0, 8) y(6)+2y(5)+ y(4) = 0,
9) y(4)+4y′′′+15y′′+12y′ = 0, 10) y(4)+2y′′′+4y′′−2y′−5y = 0,
11) y(5)+4y(4)+5y′′′−6y′−4y = 0, 12) y(8)+4y(6)+6y(4)+4y′′+ y = 0.

مفروضاست جوابش مجموعه که همͽنͬ خطͬ معادله یافتن ۶.٢ بخش

خطͬ، مستقل تابع چند داشتن با مͬ�توان یعنͬ کرد. استفاده مͬ�توان برعͺس روند برای ١٣.۵.٢ قضیه از
مشهود زیر مثالهای در کار این اصول باشند. آن جواب مفروض توابع که ساخت را همͽن خطͬ معادله

است.
باشند. آن جواب y3 = e−x و y2 = ex ،y1 = 1 که بیابید معادله�ای مثال .١.۶.٢

معادله پس y1 = e0x نوشت مͬ�توان علاوه به هستند. خطͬ مستقل شده داده توابع که است روشن حل:
هر که λ3 = −1 و λ2 = 1 ،λ1 = 0 حقیقͬ ریشه سه با باشد مشخصه�ای معادله دارای باید E نظر مورد

بنابراین هستند. m1 = m2 = m3 = 1 تͺرار با ͷی

CE : (λ−0)(λ+1)(λ−1) = 0
: λ3−λ = 0.

از عبارتست معادله خود و L = D3−D از عبارتست E به نظیر L عملͽر بنابراین

E : Ly = 0 : y′′′− y′ = 0.

باشند. آن جواب y3 = ex و y2 = x2 ،y1 = 1 که بیابید معادله�ای مثال .٢.۶.٢

نوشت: مͬ�توان علاوه به (تمرین). خطͬ�اند مستقل توابع این حل:

y1 = e0x, y2 = x2e0x.

(y3 به (نظیر ͷی تͺرار با λ1 = 1 ریشه دارای هستیم. آن دنبال به که E معادله CE مشخصه معادله پس
بنابراین: مͬ�باشد. (y2 و y1 به (نظیر سه تͺرار با λ2 = 0 ریشه و

CE : (λ−0)3(λ−1) = 0
: λ4−λ3 = 0.

است: چنین E معادله خود و L = D4−D3 از عبارتست E به نظیر عملͽر پس

Ly = 0 : y(4)− y′′′ = 0.

٩١ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



است مفروض جوابش مجموعه که همͽنͬ خطͬ معادله یافتن بالا٢.۶. مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

باشند. آن جواب y2 = cos2x و y1 = sin2x که بیابید معادله�ای مثال .٣.۶.٢

ریشه�های دارای Eمͬ�بایستͬ نظر مورد CEمعادله مشخصه معادله (چرا؟). مستقلخطͬ�اند توابع این حل:
زیرا باشد، λ = 0±2i مزدوج مختلط

y1 = e0x sin(2x), y2 = e0x cos(2x).

بنابراین هستند، ͷی تͺرار با ریشه�ها این چون

CE : (λ− (0+2i))(λ− (0−2i)) = 0
: λ−2(0)λ+ ((0)2+ (2)2) = 0
: λ2+4 = 0

است: چنین E معادله و L = D2+4 از عبارتست E به نظیر L عملͽر پس

E : y′′+4y = 0.

باشند. آن جوابهای y3 = 2xcos x و y2 = −cos x ،y1 = x2 sin x که بیابید معادله�ای مثال .۴.۶.٢

نوشت: مͬ�توان علاوه به و هستند خطͬ مستقل توابع این حل:

y1 = x2e0x sin(10x), y2 = (−1)e0x cos(10x), y3 = (3)x1e0x cos(1, x).

CE بنابراین است. سه تͺرار با 0± i مختلط جوابهای دارای E نظر مورد معادله CE مشخصه معادله پس
از عبارتست

CE : {(λ− (0+ i))(λ− (0− i))}3 = 0,
: {λ2+1}3 = 0,
: λ6+3λ4+3λ2+1 = 0.

است: چنین نیز E معادله و L = D6+3D4+4D2+1 از عبارتست E به بیه L عملͽر پس

E : y6+3y(4)+3y(2)+ y = 0.

باشند: آن جواب زیر توابع که بیاید معادله�ای مثال .۵.۶.٢

y1 = 1, y2 = x2, y3 = xsin2x, y4 = 2ex − xe−x + sin2x.

آنͽاه باشد، معادله�ای جواب y4 = x2e−x اگر بعلاوه، کرد. تولید مͬ�توان y1 با را y4 در 2ex جمله حل:
پس، است. منتفͬ y2 حضور با مͬ�توان نیز را y4 در دوم جمله لذا و هستند آن جواب نیز xe−x و e−x توابع
با λ2 = −1 نظیر y2 ،ͷی تͺرار با λ1 = 1 به نظیر y1 طرفͬ از شود. گنجانده y4 نیست لازم بحث در
عبارتست E نظر مورد معادله CE مشخصه معادله پس است. دو تͺرار با λ3 = 0±2i نظیر y3 و ٣ تͺرار

از

CE : (λ−11(λ+1)3(λ2+4)2 = 0.

از عبارتست E به نظیر L عملͽر لذا و

L = (D−1)(D+1)3(D2+4)2,

= (D2−1)(D2+2D+1)(D4+8D2+14).

مͬ�باشد. Ly = 0 صورت به E معادله

٩٢ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای نامشخص ضرایب روش .٧.٢

آن جواب شده داده توابع که بیابید ثابت ضرایب با و خطͬ معادله�ای مورد هر در تمرینات .۶.۶.٢
باشد. ممͺن مقدار حداقل معادله مرتبه و باشند

1) e−x, ex, 2) ex, xex, x2ex,
3) 1, ex, 4) ex, xex, e2x,
5) e−2x, xe−2x, 6) 1, x3, ex,
7) e2x, e2x sin x, cos4x, 8) 1, sin x, cos x,
9) 10, xex, −x2ex, 10) 1+ x, x2, e−x.

شرح به آن رتبه�های که بیابید طوری را ٢ حداقل درجه با و ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادله مورد هر در
باشند: شده داده

.ͷی تͺرار با λ2 = −1 و دو تͺرار با λ1 = 0 (١١

.ͷی تͺرار با λ2 = 1± i و سه تͺرار با λ1 = 1 (١٢

دو. تͺرار با λ1 = 2± i (١٣

.ͷی تͺرار با λ2 = 2 و سه تͺرار با λ1 = 0±2i (١۴

دو. تͺرار با λ2 = 1±2i و دو تͺرار با λ1 = ±i (١۵

مرتبه حداقل از که همͽنͬ معادله آنͽاه باشند، خطͬ مستقل توابع yn, · · · ,y2,y1 اگر که دهید نشان (١۶
دیͽر بیان به .W(y,y1,y2, · · · ,yn) = 0 از عبارتست هستند، آن جواب توابع این و ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣است

y y1 · · · yn
y′ y′1 · · · y′n
...

...
...

y(n) y(n)
1 · · · y(n)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

مͬ�کنند صدق آن در xneax sinbx و xnex cosbx که همͽنͬ معادله مشخصه معادله دهید نشان (١٧
.
(
λ2−2λ+a2+b2

)n+1
= 0 از عبارتست

خصوصͬ جواب یافتن برای نامشخص ضرایب روش ٧.٢ بخش

به آنها ثانͬ طرف که ثابتͬ ضرایب با خطͬ معادلات برای آن طͬ که مͬ�گردد مطرح روشͬ قسمت این در
شͺل:

axnebx coscx, axnebx sincx,

مͬ�کنیم. تعیین خصوصͬ جواب است، آنها مجموع با و

عملͽری M و باشد ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی E : Ly = f کنید فرض حل روش .١.٧.٢
همͽن معادله از جواب ͷی E خصوصͬ جواب yp یعنͬ LMyp = 0 صورت این در .M f = 0 که باشد
پس مͬ�کنیم. کم آن از را Eh عمومͬ جواب و یافته را Ep عمومͬ جواب بنابراین، است. Ep : LMy = 0
در مجهول ضرایب یافتن منظور به اکنون مͬ�کنیم. انتخاب yp برای کاندیدی عنوان به را مانده جملات

مͬ�دهیم. قرار E معادله در را آن yp

٩٣ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



خصوصͬ جواب یافتن برای نامشخص ضرایب روش .٧.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

کنید. حل را E : y′′+ y = x+1 معادله مثال .٢.٧.٢

است. L = D2 + 1 آن به نظیر عملͽر که Eh : y′′ + y = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
Eh عمومͬ جواب پس است، 0± 1i ریشه�های دارای که λ2 + 1 = 0 از عبارتست E مشخصه معادله
نظیر عملͽر که است E ′ : y′′ = 0 معادله جواب f = x+ 1 از .yn = Asin x+ Bcos x از عبارتست
عمومͬ جواب اما .MLyp باید باشد، E خصوصͬ جواب ͷی yp اگر بنابراین، است. M = D2 آن به

از عبارتست آن مشخصه معادله آید. بدست باید .Ep : MLy = 0 معادله

CE p : λ2(λ2+1) = 0 ⇒ λ1 = λ2 = 0,λ3 = i,λ4 = −i.

yp در sin x و cos x جملات اما است. Ax+ B+C sin x+Dcos x شͺل به آن عمومͬ جواب پس
مͬ�دهیم: قرار E در را yp تابع این A و B یافتن .yp = Ax+B است: چنین

(0)+ (Ax+B) = x+1.

از عبارتست E عمومͬ جواب و yp = x+1 بنابراین B = 1 و A = 1 پس

S : y = yp+ yh = x+1+C1 cos x+C2 sin x.

کنید. حل را E : y′′−5y′+6y = sin x معادله مثال .٣.٧.٢

آن مشخصه معادله .L = D2 − 5D+ 0 که Eh = Ly = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
همͽن عمومͬ جواب بنابراین، هستند. λ2 = 3 و λ1 = 2 آن ریشه�های که است CE : λ2−5λ+6 = 0

.yh = Ae2x +Be3x : از عبارتست
پس، است. M = D2 +1 آن به نظیر عملͽر که است y′′ + y = 0 معادله جواب f = sin x طرفͬ از
Ep به نظیر مشخصه معادله اما مͬ�کند. صدق Ep : LMy = 0 معادله در E معادله yp خصوصͬ جواب
عمومͬ جواب بنابراین، هستند. ٢ و ٣ ،−i ،i آن ریشه�های که (D2−5D+6)(λ2+1) = 0 از عبارتست

از عبارتست Ep

Asin x+Bcos x+Ce2x +De3x.

از عبارتست E معادله yp خصوصͬ جواب کلͬ شͺل پس شده�اند، ظاهر yk در e2x و e2x جملات اما
مͬ�دهیم: قرار E در را yp تابع A ،B ثابتهای یافتن منظور به .yp = Asin x+Bcos x

(−Asin x−Bcos x)−5(Acos x−Bsin x)+6(Asin x+Bcos x) = sin x

⇒
{

5A+5B = 1
A+5B = 0 ⇒

{
A = −5B
−20B = 1 ⇒

{
A = 1/4
B = −1/20

از عبارتست E عمومͬ جواب نتیجه، در است. E خصوصͬ جواب yp =
1
2 sin x− 1

20 cos x پس

S : y = yp+ yh =
1
4

sin x− 1
20

cos x+C1e2x +C2e3x.

کنید. حل را E : y′′−4y = x+ e−x معادله مثال .۴.٧.٢

CE : آن مشخصه معادله و L = D2 − 4 که Eh : Ly = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
.yh = Ae−2x +Be2x از عبارتست Eh همͽن معادله عمومͬ جواب پس، است. λ2 = 4

پس مͬ�کند. صدق D2y = 0 معادله در f1 = x و (D+ 1)y = 0 معادله در f1 = e−x طرفͬ از
M = D2(D+1) آن به نظیر عملͽر که مͬ�کند صدق D2(D+1)y = 0 معادله در y = f + f2 = x+e−x

٩۴ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای نامشخص ضرایب روش .٧.٢

معادله اما، مͬ�کند. صدق Ep : LMy = 0 همͽن معادله در E معادله yp خصوصͬ بنابراین است.
از عبارتست آن عمومͬ جواب پس است. CE p : λ2(λ+1)(λ+2)(λ−2) = 0 آن مشخصه

A+Bx+Ce−x +De2x+Ee−2x,

است: چنین yp کلͬ شͺل پس شده�اند. ظاهر yh در e−2x,e2x جملات که

(0+0+Ce−x)−4(A+Bx+Ce−x) = x+ e−x
−4A = 0
−4B = 1
−3C = 1

⇒


A = 0
B = −1/4
C = −1/3

از عبارتست E عمومͬ جواب و yp = − 1
4 x+− 1

3 e−x نتیجه در

S : y = yp+ yh

= − x
4
− e−x

3
+C1e2x +C2e3x.

کنید. حل را E : y′′′− y′′ = 12x2+6x معادله مثال .۵.٧.٢

CE : آن مشخصه معادله و L = D3 −D2 که Eh : Ly = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
ریشه�های زیرا yh = A+ Bx+Cex از عبارتست همͽن معادله عمومͬ جواب پس است. λ3 −λ2 = 0

است. ͷی تͺرار با λ2 = 0 و ٢ تͺرار با λ1 = 0 آن
مͬ�باشد. M = D3 آن به نظیر عملͽر که است D3y = 0 معادله جواب ͷی f = 12x2+6x طرفͬ از
این مشخصه معادله است. Ep : LMy = 0 همͽن معادله جواب ͷی E معادله yp خصوصͬ جواب پس

از عبارتست Ep معادله

CE p : (λ3−λ2)(λ3) = 0 : λ5(λ−1) = 0,

آن عمومͬ جواب پس است. ͷی تͺرار با λ2 = 1 و ۵ تͺرار با λ1 = 0 آن ریشه�های که
A+Bx+Cx2+Dx3+Ex4+Fex

E معادله yp خصوصͬ جواب کلͬ صورت پس شده�اند، ظاهر yh در Fex و Bx ،A جملات اما است.
است: چنین

yp =Cx2+Dx3+Ex4.

مͬ�دهیم: قرار E در را آن yp ضرایب یافتن منظور به

(0+6D+34Ex)− (2C+6Dx+12Ex2) = 12x2+6x.

نتیجه: در
−12E = 12,

16D+24E = 6,
−2C+6D = 0,

⇒


E = −1,

D = 4E−1 = −5,
C = 3D = −15.

از عبارتست E عمومͬ جواب و yp = −15−5x− x2 بنابراین

S : y = yp+ yh

= −x2−5x−15+C1+C2x+C3ex.
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کنید. حل را E : y′′+ y′ = 4x2ex معادله مثال .۶.٧.٢

CE : آن مشخصه معادله و L = D2 +D که Eh : Ly = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
از عبارت CE ریشه�های زیرا است، yh = A+Be−x همͽن معادله عمومͬ جواب پس است. λ2+λ = 0

هستند. λ2 = −1 و λ1 = 0
My = 0 معادله جواب پس است، نظیر m = 2+1 تͺرار با λ = 1 ریشه ͷی به f = 4x2ex طرفͬ از
Ep : LMy = همͽن معادله یͷجواب E معادله yp جوابخصوصͬ بنابراین، .M = (D−1)3 که است

آن: مشخصه معادله که است 0

CE p : (λ2+λ)(λ−1)3 = 0 : λ(λ−1)3(λ+1) = 0,

از عبارتست Ep عمومͬ جواب پس است.

A+Bex +Cxex +Dx2ex +Ee−x,

است: چنین E معادله yp خصوصͬ جواب کلͬ شͺل بنابراین، شده�اند. ظاهر Ee−x و A جملات که

yp = Bex +Cxex +Dx2ex.

مͬ�دهیم: قرار E در را آن ،yp ضرایب یافتن منظور }به
Bex+C(2+ x)ex +D(ex +4x+2)ex

}
+

+
{
Bex +C(x+1)ex +D(x2+2x)ex

}
= 4x2ex,

⇒


2B+3C+2D = 0,
2C+6D = 0,
2D = 4,

⇒


B = −D− 3

2C = 7,
C = −3D = −6,
D = 2.

از عبارتست E عمومͬ جواب لذا و yp = (2x2−6x+7)ex بنابراین

S : y = yp+ yh

= (2x2−6x+7)ex +C1+C2e−x.

کنید. حل را E : y′′+10y′+25y = 4e−5x معادله مثال .٧.٧.٢

مشخصه معادله و L = D2 + 10D+ 25 که Eh : Ly = 0 از عبارتست E به نظیر همͽن معادله حل:
yh = Ae−5x + از عبارتست Eh همͽن معادله عمومͬ جواب پس است. CE : λ2 +10λ+25 = 0 آن

دارد. ٢ تͺرار با λ = −5 ریشه CE زیرا Bxe−5x

پس مͬ�باشد. M = D+ 5 آن عملͽر که است (D+ 5)y = 0 معادله جواب f = 4e−4x طرفͬ، از
معادله مشخصه معادله اما مͬ�کند. صدق Ep : LMy = 0 همͽن معادله در E معادله yp جوابخصوصͬ

Ep

CE p : (λ+5)(λ2+10λ+25) = 0,

از عبارتست Ep عمومͬ جواب پس است. ٣ تͺرار با λ = −5 ریشه دارای که (λ+5)3 = 0 یا است؛

Ae−5x +Bxe−5x +Cx2e−5x,
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از عبارتست yp خصوصͬ جواب کلͬ صورت بنابراین حاضرند، yh در Bxe−5x ،Ae−5x جملات که

yp =Cx2e−5x.

مͬ�دهیم: قرار E در را yp مقدار ،C یافتن منظور به

{(25x2−20x+2)e−5x+10(2x−5x2)e−5x +25x2e−5x}C = 4e−5x.

است: چنین E عمومͬ جواب پس .yp = 2x2e−5x و C = 2 یا 2C = 4 پس

S : y = yp+ yh

= C1e−5x +C2xe−5x +2x2e−5x.

axnebx sincx یا و axhebx coscxلͺش به ضرایبثابتجملاتͬ با خطͬ یͷمعادله طرفثانͬ در اگر
مͬ�کنیم: استفاده زیر قضیه از مشͺل این برایحل است، دشواری کار yp یافتنضرایبمجهول باشد، حاضر

y = u(x)+ iv(x) و باشد حقیقͬ ضرایب با خطͬ معادله ͷی Ly = f1(x)+ i f2(x) اگر قضیه .٨.٧.٢
LY = f2(x) معادله جواب ͷی v(x) و Ly = f1(x) معادله جواب ͷی u(x) آنͽاه باشد، آن از جوابͬ

است.

کنید. حل را E : y′′+ y = xcos x معادله مثال .٩.٧.٢

آن مشخصه معادله و L = D2 + 1 که است Eh : Ly = 0 از عبارت E به نظیر همͽن معادله حل:
.yh = Asin x+Bcos x از عبارتست Eh همͽن معادله عمومͬ جواب بنابراین، CEاست. : λ2+1 = 0
(D2 + معادله از جوابͬ لذا و است متناظر 1+1 = 2 تͺرار با 0±1i ریشه به f = xcos x طرفͬ از
همͽن معادله در E خصوصͬ جواب yp لذا و است M = (D2+1)2 معادله این عملͽر است. 1)2y = 0

از عبارت Ep مشخصه معادله است. Ep : LMy = 0

CE p : (λ2+1)2(λ2+1) = 0 : (λ2+1)3 = 0,

از عبارتست Ep عمومͬ جواب بنابراین دارد. سه تͺرار با 0±1i ریشه�های که است

Asin x+Bcos x+Cxsin x+Dxcos x+Ex2 sin x+Fx2 cos x,

است: چنین yp خصوصͬ جواب کلͬ شͺل پس حاضرند، yh در Asin x و Bcos x جملات که

yp =Cxsin x+Dxcos x+Ex2 sin x+Fx2 cos x.

که: مͬ�دهیم قرار را yi و y2 توابع دهیم، قرار E در را yp اینͺه جای به yr = Dxcos x+Fx2 cos x = (Dx+Fx2)cos x,

yi =Cxsin x+Ex2 cos x = (Cx+Ex2) sin x.

یافتن جای به بنابراین .yi = Im
{(

Cx+Ex2
)
exi

}
و yr = Re

{(
Dx+Fx2

)
exi

}
که مͬ�شود ملاحظه

شͺل به که مͬ�یابیم را z′′+ z = xeix مختلط معادله zp خصوصͬ جواب ،E معادله yp خصوصͬ جواب
مͬ�دهیم: قرار معادله این در را zp پس مختلط�اند. اعداد a,b و است zp = (ax+bx2)exi

{−bx2+ (4b−a)x+ (2b+2ai)}exi+ {bx2+ax}exi = xexi.
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خصوصͬ جواب یافتن برای نامشخص ضرایب روش .٧.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

داریم: }بنابراین
4b = 1
2b+2ai = 0 ⇒

{
b = 1

4
a = ib = i

4

از عبارتست z′′+ z = xeix معادله خصوصͬ جواب zp پس

zp = (
1
4

x+
i
4

x2)exi

=
x
4

(1+ xi)(cos x+ isin x)

=
x
4

((cos x− xsin x)+ (sin x+ xcos x)i)

=
1
4

(xcos x− x2 sin x)+
1
4

(xsin x+ x2 cos x)i.

خصوصͬ جواب yp پس است، xexi حقیقͬ قسمت E معادله ثانͬ طرف اینͺه و ٨.٧.٢ به توجه با اکنون
است: z′′+ z = xexi معادله zp خصوصͬ جواب حقیقͬ قسمت E

yp = Re(zp)

=
1
4

xcos x− 1
4

x2 sin x.

از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین،

S : y = yp+ yh

=
1
4

xcos x− 1
4

x2 sin x+C1 cos x+C2 sin x.

کنید. حل را E : y′′−6y′+9y = 25ex sin x معادله مثال .١٠.٧.٢

مشخصه معادله و L = D2 − 6D+ 9 که است Eh : Ly = 0 از عبارت E به نظیر همͽن معادله حل:
Eh همͽن معادله عمومͬ جواب پس دارد. ٢ تͺرار با λ = 3 ریشه که است CE : λ2 − 6λ+ 9 = 0

از عبارتست

yh = Ae3x +Bxe3x.

معادله جواب لذا و است متناظر ͷی تͺرار با 1± 1i مختلط ریشه�های به f = 25ex sin x تابع طرفͬ از
یا My = 0

M = D2−2(1)D+ ((1)2+ (1)2)
= D2−2D+2,

دارای که مͬ�کند صدق Ep : LMy = 0 همͽن معادله در E معادله yp خصوصͬ جواب پس مͬ�باشد.
مشخصه: معادله

CE p : (λ−3)2(λ2−2λ+2) = 0,

است: چنین Ep معادله عمومͬ جواب است.

Ae−3x+Bxe3x +Cex sin x+Dex cos x,
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است: چنین E معادله yp خصوصͬ کلͬ شͺل پس دارند. حضور yh در Bxe3x و Ae3x جملات که

yp =Cex sin x+Dex cos x.

اینͺه به توجه با اما .yi = Eex sin x و yr = Dex cos x که مͬ�کنیم استفاده yr + iyi از yp جای به ما
است: کافͬ E در yr و yi دادن قرار جای به ،ex sin x = Im

(
exexi

)
و ex cos x = Re

(
exexi

)
zp = aexexi است) مختلط (aعدد

نتیجه: در مͬ�دهیم، قرار z′′−6z′+9z = 25exexi دیفرانسیل معادله در را

a(1+ i)2e(1+i)x−6a(1+ i)e(1+i)x +9ae(1+i)x = 25e(1+i)x.

داریم: دیͽر بیان به یا

a(2i)−6a(1+ i)+9a = 25.

و a = 3+4i بنابراین

zp = ae(1+i)x = (3+4i)exexi

= ex(3+4i)(cos x+ isin x)
= (3cos x−4sin x)ex+ (3sin x+4cos x)exi.

جواب است، z′′ − 7z′ + 9z = 25exexi مختلط معادله ثانͬ طرف موهومͬ قسمت E ثانͬ طرف چون
از عبارتست E معادله yp خصوصͬ

yp = lm(zp) = (3sin x+4cos x)ex,

است: چنین E عمومͬ جواب بنابراین، و

S : y = yp+ yh

= (3sin x+4cos x)ex +Ae3x +Be3x.

کنید. حل را E : y′′+2y′+5y = e−x cos2x معادله مثال .١١.٧.٢

ومعادله L = D2 + 2D+ 5 آن در که است Eh : Ly = 0 از عبارت E به نظیر همͽن معادله حل:
عمومͬ جواب پس است. ͷی تͺرار با −1±2i مختلط ریشه�های با CE : λ2+2λ+5 = 0 آن مشخصه

.yh = Ae−x sin2x+Be−x cos2x از عبارتست Eh همͽن معادله
yp بنابراین، .M = L که است My = 0 همͽن معادله از جواب ͷی f = e−x cos2x طرفͬ از
از عبارتست Ep مشخصه معادله مͬ�کند. صدق Ep =L 2y = 0 همͽن معادله در E خصوصͬ جواب

عمومͬ: جواب دارای که CE p : (λ2+2λ+5)2 = 0

Ae−x sin2x+Be−x cos2x+Cxe−x sin2x+Dxe−x cos2x.

yp عمومͬ جواب کلͬ صورت پس حاضرند، yp در Be−x cos2x و Ae−x sin2x جملات اما است.
است: چنین E معادله

yp =Cxe−x cos2x+Dxe−x sin2x.
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قرار z′′+2z′+5z = e−xe2xi دیفرانسیل معادله در را zp = axe−xe2xi تابع E در yp دادن قرار جای به
است: چنین حاصل است. e−xe2xi حقیقͬ قسمت E معادله ثانͬ طرف زیرا مͬ�دهیم،

a{(−2)+2i)− (3+4i)x}e−xe2xi+2a{1+ (−1+2i)x}e−xe2xi+5axe−xe2xi = e−xe2xi.

لذا و a = − i
4 یا 4ai = 1 داریم بنابراین،

zp = axe−xe2xi

= − i
4

xe−x(cos2x+ isin2x)

=
x
4

e−x(sin2x− icos2x).

بنابراین است، z′′+2z′+5z = e−xe2xi دیفرانسیل معادله ثانͬ طرف حقیقͬ قسمت E ثانͬ طرف چون
داریم: ٨.٧.٢ به بنا

yp = Re(zp)

=
x
4

e−x sin2x,

از عبارتست E عمومͬ جواب و

S : y = yp+ yh

=
x
4

e−x sin2x+C1e−x cos2x+C2e−x sin2x.

f ثانͬ طرف با E ثابت ضرایب با خطͬ معادله جوابخصوصͬ شͺل مورد هر در تمرینات .١٢.٧.٢
بیابید: را شده داده λi ریشه�های و

1) λ1 = 1, λ2 = 2, f = ax2+bx+ c,
2) λ1 = 0, λ2 = 1, f = ax2+bx+ c,
3) λ1 = λ2 = 0, f = ax2+bx+ c,
4) λ1 = 1, λ2 = 2, f = e−x(ax+b),
5) λ1 = −1, λ2 = 1, f = e−x(ax+b),
6) λ1 = λ2 = −1, f = e−x(ax+b),
7) λ1 = 0, λ2 = 1, f = asin x+bcos x,
8) λ1 = i, λ2 = −i, f = asin x+bcos x,
9) λ1 = −1− i, λ2 = −1+ i, f = e−x(acos x+bsin x),
10) λ1 = λ2 = λ3 = 0, f = ax+ e−x,
11) λ1 = λ2 = i, λ3 = λ2 = −i, f = sin x,
12) λ1 = λ2 = 1+ i, λ3 = λ2 = 1− i, λ5 = 0, f = ex cos x,
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کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر

13) y′′+3y′ = 3, 14) y′′+7y′ = e−2x,

15) y′′+3y′ = ex, 16) y′′−10y′+25y = e5x,
17) y′′+16y = sin(4x+α), 18) y′′+25y = cos5x,
19) y(4)− y = 1, 20) y′′+ ky = x,
21) y(4)− y′ = 2, 22) y′′′+ y′′ = 1,
23) y(5)− y′′′ = 4, 24) y′′+2y′+2y = 1+ x,
25) y′′+2y′+ y = −2, 26) 7y′′− y′ = 14x,
27) y′′+9y′+2 = 0, 28) y′′+3y′ = 3xe−3x,
29) 5y′′′−7y′′−3 = 0, 30) y′′+8y′ = 8x,
31) y′′+a2y = 2cosmx+3sinmx, m , a, 32) y′′′− y′′+ y′− y = x2+ x,
33) y(4)− y′′′+2y′′−2y′+ y = ex, 34) y′′′−3y′′+3y′− y = ex cos2x,
35) y′′−4y′+5y = e2x(sin x+2cos x), 36) y(6)+3y(4)+3y′′+ y = sin x.

ساده�تر مساله چند یا دو به را مسائل گونه این است، جمله چند یا دو جمع ثانͬ طرف مسائل برخͬ در
نمود. تقسیم مͬ�توان

دیفرانسیل معادلات k, · · · ,2, i = 1 که Ei : Ly = fi کنید فرض برهمنهͬ) (قضیه قضیه .١٣.٧.٢
ͷی yp = yp,1 + yp,2 + · · ·+ yp,k تابع صورت این در است، Ei خصوصͬ جواب yp,i و هستند خطͬ

است: زیر معادله خصوصͬ جواب

E : Ly = f1+ f2+ · · ·+ fk.

کنید. حل را E : y′′−6y′+9y = 4ex −16e3x معادله مثال .١۴.٧.٢

آن مشخصه معادله زیرا yh = Ae3x + Bxe3x از عبارتست E به نظیر همͽن معادله عمومͬ جواب حل:
معادله: برای yp,1 خصوصͬ جواب ͷی ،E خصوصͬ جواب یافتن برای است. ٣ تͺراری ریشه دارای

E : y′′−6y′+9y = 4ex,

معادله: برای yp,2 خصوصͬ جواب ͷی و

E2 : y′′−6y′+9y = −16e2x,

شد: خواهد نتیجه کنیم، عمل ٩.٧.٢ مثال در همانند چنانچه مͬ�یابیم.

yp,1 = ex yp,2 = −8x2e3x.

است: چنین E خصوصͬ جواب ͷی بنابراین

yp = yp,1+ yp,2

= ex −8x2e3x,

از عبارتست E عمومͬ جواب لذا و

S : y = Ae3x +Bxe3x+ ex −8x2e3x.
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کنید. حل را E : y′′′−2y′′+2y′ = 4cos xcos3x+6sin2 x معادله مثال .١۵.٧.٢

جواب لذا هستند. −i, i,0 آن ریشه�های که است λ3−2λ2+2λ = 0 از عبارت E مشخصه معادله حل:
از عبارتست E به نظیر همͽن معادله عمومͬ

yh = A+Bsin x+Bcos x.

مͬ�یابیم: را زیر معادله خصوصͬ جواب ،E معادله yp خصوصͬ جواب یافتن جای به

E1 : y′′′−2y′′+2y′ = 2cos4x,

E2 : y′′′−2y′′+2y′ = −cos2x,

E3 : y′′′−2y′′+2y′ = 3.

که مͬ�گردد ملاحظه زیرا

4cos xcos3x+6sin2 x = 2cos4x− cos2x+3.

آورد: خواهیم بدست را ساده�تر معادله سه این خصوصͬ جواب ٩.٧.٢ روش به چنانچه

yp,1 =
1
65

(
cos4x− 7

4
sin4x

)
,

yp,2 =
1
10

(
1
2

sin2x− cos2x
)
,

yp,3 =
3
2

x.

است: چنین E خصوصͬ جواب ͷی بنابراین

yp = yp,1+ yp,2+ yp,3,

=
1
65

cos4x− 7
260

sin4x+
1
20

sin2x− 1
10

cos2x+
3
2

x,

.E : y = yp+ yh است: چنین E عمومͬ جواب و

کنید. حل را E : y′′−3y′+2y = xe2x+ sin x معادله مثال .١۶.٧.٢

ͷی تͺرار با ٢ و ١ ریشه�های دارای که است λ2−3λ+2 = 0 از عبارت E به نظیر مشخصه معادله حل:
از عبارتست E به نظیر همͽن عمومͬ جواب بنابراین، است.

yh = Aex +Be2x.

٩.٧.٢ روش به را زیر معادلات از ͷی هر خصوصͬ جواب ،E معادله yp خصوصͬ جواب یافتن جای به
مͬ�یابیم:

E1 : y′′−3y′+2y = xe2x E2 : y′′−3y′+2y = sin x.

بود: خواهد چنین ترتیب به نتیجه،

yp,1 =
x2

2
e2x − xe2x, yp,2 =

1
10

sin x+
3
10

cos x.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢

از عبارتست E عمومͬ جواب و yp = yp,1+ yp,2 است: چنین yp خصوصͬ جواب ͷی بنابراین

S : y = yp+ yh

=
x2

2
e2x − xe2x +

1
10

sin x+
3
10

cos x+Aex+Be2x.

کنید: حل را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .١٧.٧.٢

1) y′′− y′−2y = 1+4x−2ex,
2) y′′−2y′+ y = 18x+ x2+ ex sin x,

3) y(4)+2y′′′+2y′′+2y′+ y = xex +
1
2

cos x,

4) y′′−2y′−3y = 2x+ e−x −2e3x,

5) y′′−2y′+5y = ex(1−2sin2 x)+10x+1,
6) y′′+6y′+9y = 18e−2x+8sin x+6cos x,
7) y′′′−2y′′+ y′ = 4x+3sin x− cos x+ e−x.

خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش ٨.٢ بخش

ضرایب با خطͬ معادله ͷی جوابخصوصͬ یافتن برای متعدد روشهای از ͬͺی معͺوس، روشعملͽرهای
مجموعͬ یا و axnebx sincx یا axnebx coscx شͺل به معادله طرفثانͬ باید روشنیز این در ثابتاست.

باشد. آنها از

این در .L(q(x)) = p(x) و است ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر ͷی L کنید فرض تعریف .١.٨.٢
مͬ�نویسیم صورت

L−1(p(x)) = q(x)

که است Ly = f (x) معادله جوابخصوصͬ L−1 f (x) دیͽر، بیان به معͺوسمͬ�نامیم. عملͽر را L−1 و
بدیهͬ L−1L = LL−1 ترکیب بعلاوه، ندارد. وجود Eh همͽن معادله جواب جملات از ͷی هیچ آن در

است.

آنͽاه ، f (x) = x2 و L = D2+1 اگر مثال .٢.٨.٢

L−1 f = x2−2.

از عبارتست y′′+ y = x2 یا Ly = f معادله عمومͬ جواب زیرا

S : y = x2−2+Asin x+Bcos x.

آنͽاه ، f = ex و L = D2−D−2 اگر مثال .٣.٨.٢

L−1 f = −1
2

ex.

از عبارتست y′′− y′−2y = ex یا Ly = f معادله عمومͬ جواب زیرا

S : y = Ae−x +Be2x − 1
2

ex.
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خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

قضیه .۴.٨.٢

تعداد به p(x) از پͬ در پͬ گیری انتͽرال از عبارتست D−n p(x) آنͽاه باشد، تابع ͷی p(x) اگر (١
مرحله. هر در ثابت حذف و بار n

آنͽاه ،p(x) = bxk اگر (٢

1
D−a0

(bxk) = − 1
a0

1+
D
a0
+

D2

a2
0

+ · · ·+ Dk

ak
0

 (bxk),

آنͽاه: باشد، ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر ͷی L ،p(x) = beax اگر (٣

1
L(D)

(beax) =
b

L(a)
eax,

کرده�ایم. استفاده a از است، بوده D جا هر که L(D) عملͽر همان یعنͬ L(a) که شود توجه
.L(a) , 0 که است شده فرض بعلاوه

آنͽاه باشد، ثابت ضرایب با خطͬ عملͽر ͷی L(D) اگر (۴

1
L(D)

p(x)eax = eax 1
L(D+a)

p(x),

M(a), که L(D)= (D−a)r M(D) که طوری باشد، ثابت ضرایب با و عملͽریخطͬ L(D) اگر (۵
صورت این در ،0

1
L(D)

beax =
b

r!M(a)
xreax,

بنابراین هست، نیز L−1 باشد، خطͬ عملͽری L اگر (۶

1
L

(a f +bg) = a
1
L

f +b
1
L

g.

داریم: ۴.٨.٢ از ١ قسمت به توجه با مثال .۵.٨.٢

D−2(2x+3) =

∫ ∫
(2x+3)dxdx

=

∫ (
x2+3x

)
dx =

x3

3
+

3x2

2
.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢

داریم: قبل مثال مانند مثال .۶.٨.٢

D−4(24+ e−x) = D−3
∫

(24+ e−x)dx

= D−3(24x− e−x)

= D−2
∫

(24x− e−x)dx

= D−2(12x2+ e−x)

= D−1
∫

(12x2+ e−x)dx

= D−1(4x3− e−x)

=

∫
(4x3− e−x)dx

= x4+ e−x.

داریم: ۴.٨.٢ از ٢ قسمت به بنا مثال .٧.٨.٢

1
D2−2D−3

(5x2) =
1

D+1
.

1
D−3

(5x2)

=
1

D+1

(
−1

3

{
1+

D
3
+

D2

9

}
(5x2)

)
=

1
D+1

(
−1

3

{
5x2+

10
3

x+
10
9

})
=
−5
3

(
− 1
−1

{
1+

D
−1
+

D2

(−1)2

})(
x2+

2
3

x+
2
9

)
= −5

3

((
x2+

2
3

x+
2
9

)
−

(
2x+

2
3

)
+ (2)

)
= −5

3

(
x2− 4

3
x+

14
9

)
= − 5

27
(9x2−12x+14).

بیابید. را y′′−2y′ = 2x معادله خصوصͬ جواب ͷی مثال .٨.٨.٢
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خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

داریم: ۴.٨.٢ از ٢ قسمت به توجه با حل:

yp =
1

D2−2D
(2x)

=
1

D−2
.
1
D

(2x)

=
1

D−2
(
∫

2xdx)

=
1

D−2
(x2)

=
−1
2

{
1+

D
2
+

D2

4

}
(x2)

=
−1
2

{
x2+ x+

1
2

}
=

1
4
{2x2+2x+1}.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢

داریم: ۴.٨.٢ از ٢ قسمت به توجه با مثال .٩.٨.٢

1
D5−D3 (2x2) =

1
D3 .

1
D+1

.
1

D−1
(2x2)

= 2
1

D3 .
1

D+1
.

{
−1

1

(
1+

D
1
+

D2

1

)}
(x2)

= −2
1

D3 .
1

D+1
(x2+2x+2)

= 2
1

D3

{
− 1
−1

{
1+

D
−1
+

D2

1

}}
(x2+2x+2)

= −2
1

D3

(
(x2+2x+2)− (2x+2)+ (2)

)
= −2

1
D3 (x2+2)

= −2
1

D2

∫
(x2+2)dx

= −2
1

D2

(
x3

3
+2x

)
= −2

1
D

∫ (
x3

3
+2x

)
dx

= −2
1
D

(
x2

12
+ x2

)
= −2

∫ (
x4

12
+ x2

)
dx

= −2
(

x5

60
+

x3

3

)
= − 1

30

∫
(x5+20x3).

داریم: ۴.٨.٢ از ٣ قسمت به توجه با مثال .١٠.٨.٢

1
D3−D2−1

(3e−2x) =
3e−2x

(−2)3− (−2)2+ (−2)−1

=
−3
13

e−2x
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خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

داریم: ۴.٨.٢ از ٣ قسمت به توجه با مثال .١١.٨.٢

1
D2−3D+2

3sin3x =
1

D2−3D+2
Im(3e3xi)

= 3Im
(

1
D2−3D+2

e3xi
)

= Im
(

e3xi

(3i)2−3(3i)+2

)
= 3Im

(
1

−1−9i
e3xi

)
= 3Im

(
9i−1

82
(cos3x+ isin3x)

)
=

3
82

Im((−cos3x−9sin3x)+ (9cos3x− sin3x)i)

=
3

82
(9cos3x− sin3x).

داریم: ۴.٨.٢ از ٣ قسمت به توجه با مثال .١٢.٨.٢

1
D2+2D

(sin x− sin2x+5cos3x) = f +g+h,

آن در که

f =
1

D2+2D
sin x

= Im
(

1
D2+2D

exi
)

= Im
(

1
i2+2i

exi
)

= Im
(

1
2i−1

exi
)

= Im
(
−1
3

(1+2i)(cos x+ isin x)
)

=
−1
3

Im((cos x−2sin x)+ (sin x+2cos x)i)

=
−1
3

(sin x+2cos x),
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢

g =
1

D2+2D
(−sin2x)

= Im
(

1
D2+2D

e2xi
)

= −Im
(

e2xi

4i2+4i

)
= −1

4
Im

(
1

i−1
e2xi

)
= −1

4
Im

((
−1

2
− i

2
)
)
(cos2x+ isin2x)

)
=

1
8

Im((cos2x− sin2x)+ (cos2x+ sin2x)i)

=
1
8

(cos2x+ sin2x),

h =
1

D2+2D
(5cos3x)

= 5Re
(

1
D2+2D

e3xi
)

= 5Re
(

1
(3i)2+ (3i)

e3xi
)

= 5Re
(

1
3i−9

e3xi
)

=
−5
3

Re
((

3
10
+

i
10

)
(cos3x+ isin3x)

)
=
−1
6

Re((3cos3x− sin3x)+ (8sin3x+ cos3x)i)

=
−1
6

(3cos3x− sin3x).
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خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

داریم: ۴.٨.٢ از ۴ قسمت به توجه با مثال .١٣.٨.٢

1
D2+2D−3

(
x2e2x

)
= e2x 1

(D+2)2−2(D+2)−3
x2

= e2x 1
D2+2D−3

x2

= e2x 1
D+1

1
D−3

x2

= e2x 1
D+1

{
−1
3

(
1+

D
2
+

D2

9

)
x2

}
=
−1
3

e2x 1
D+1

(
2
9
+

2
3

x+ x2
)

=
−1
3

e2x
{
−1
−1
+

(
1+

D
−1
+

D2

1

)}(
2
9
+

2
3

x+ x2
)

=
−1
3

e2x
((

2
9
+

2
3

x+ x2
)
−

(
2
3
+2x

)
+ (2)

)
= −1

3
e2x

(
x2− 4

3
x+

14
9

)
=
−1
27

e2x(9x2−12x+14).
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢

داریم: ۴.٨.٢ از ۴ قسمت به بنا مثال .١۴.٨.٢

1
D2−D

(x2e−x sin x) = Im
(

1
D2−D

(x2e−xexi)
)

= Im
(

1
D2−D

x2e(−1+i)x
)

=

(
Ime(−1+i)x 1

(D−1+ i)2− (D−1+ i)
x2

)
= Im

(
e−xexi 1

D2+ (2i−1)D+ (1−3i)
x2

)
= Im

e−xexi 1
1−3i

1
1− 7+i

10 D+ 1+3i
10 D2

x2


(1)
= e−xIm

exi

1+
(

7+ i
10

D− 1+3i
10

D2
)
+

(
7+ i
10

D− 1+3i
10

D2
)2

+ · · ·
 x2


= e−xIm

exi

1+
(

7+ i
10

)
D−

(
1+3i

10

)
D2+

(
7+ i
10

)2

D2+ · · ·
 x2


= e−xIm

exi

x2+2
7+ i
10

x− 1+3i
10

2+
(

7+ i
10

)2

2


= e−xx2Im(exi)+ e−xxIm

(
exi

(
7+ i

5

))
+ e−xIm

(
exi 29−46i

100

)
= e−xx2 sin x+

1
5

e−xxIm((cos x+ isin x)(7+ i))

+
1

100
e−xIm((cos x+ isin x)(29−46i))

= e−xx2 sin x+
1
5

e−xx(cos x+7sin x)+
1

100
e−x(−46cos x+49sin x).

است: شده استفاده زیر فرمول از (١) در اینͺه توضیح

1
1−a

= 1+a+a2+a3+ · · ·

اگر مثلا کرد؛ استفاده مͬ�توان مسائل برخͬ حل برای کسر پذیر ͷیͺتف ͷنیͺت از مثال .١۵.٨.٢

1
D3−5D2+8D−4

=
1

(D−2)2(D−1)
.

مͬ�کنیم: فرض

1
(D−2)2(D−1)

=
A

D−2
+

B
(D−2)2 +

C
D−1

.
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خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

صورت این در


A+C = 0
−3A+B−4C = 0
2A−B+4C = 1

⇒


C = −A
B = −A
A = 1

⇒
{

A = 1
B =C = −1

داریم: نتیجه، در

1
D3−5D2+8D−4

xe−x =

{
1

D−2
+
−1

(D−2)2 +
−1

D−1

}
xe−x

= e−x 1
(D−1)−2

x− e−x 1
((D−1)−2)2 x

−e−x 1
(D−1)−1

x

= e−x
(
−1

3

{
1+

D
3

})
x

−e−x
(
−1

3

{
1+

D
3

})2

x− e−x
(
−1

2

{
1+

D
2

})
x

= −1
3

e−x
(
x+

1
3

)
− 1

9
e−x

(
x+

2
3

)
+

1
2

e−x
(
x+

1
2

)
=

1
108

e−x(6x+7).

داریم: ۴.٨.٢ از ۵ قسمت به باتوجه مثال .١۶.٨.٢

1
D3−5D2+8D−4

(3e2x) =
1

(D−2)2(D−1)
3e2x

= 3
1

2!(2−1)
x2e2x

=
3
2

x2e2x.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢

داریم: ۴.٨.٢ از ۵ قسمت به توجه با مثال .١٧.٨.٢

1
D2+1

sin x = Im
(

1
D2+1

exi
)

= Im
(

1
D− i

1
D+ i

exi
)

= Im
(

1
D− i

exi

2i

)
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(
1
2i

1
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x1exi
)

= xIm
(−i

2
exi

)
=
−x
2

Im(i(cos x+ isin x))

= − x
2

cos x.

داریم: ۴.٨.٢ به توجه با مثال .١٨.٨.٢

1
D2+1

x2 cos x = Re
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1
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x2exi
)
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1
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)
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(
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)
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(
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+
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(−2i)2

)}
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)
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(
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{
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(
x2− x
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2

)})
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(
exi 1

2i

∫
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)
= Re

(
exi 1

2i

(
x3

3
− x2

2i
− x

2

))
=
−1
2

Re
(
(cos x+ isin x)

(
i
3

x3− 1
2

x2− i
2

x
))

=
−1
2

(
−1

2
x2 cos x+

(
x3

3
− x

2

)
sin x

)
=

1
4

x2 cos x− x
12

(2x2−3)sin x.

کنید. حل را E : y′′−4y′+13y = −xe−2x sin3x معادله مثال .١٩.٨.٢

−2±3i مزدوج مختلط ریشه�های که است λ2−4λ+13 = 0 از عبارت E به نظیر مشخصه معادله حل:
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خصوصͬ جواب یافتن برای معͺوس عملͽرهای روش .٨.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

از عبارتست E به نظیر همͽن معادله عمومͬ جواب پس دارد. ͷی تͺرار با

yh = Ae−2x sin3x+Be−2x cos3x.

مͬ�کنیم: عمل زیر روش به E خصوصͬ جواب آوردن بدست برای

yp =
1

D2−4D+13
(−xe−2x sin3x)

= −Im
(

1
D2−4D+13

xe−2xe3xi
)

= −Im
(
e−2xe3xi 1

(D−2+3i)2−4(D−2+3i)+13
x
)

= −Im
(
e−2xe3xi 1

D
.

1
D+6i

x
)

= −e−2xIm
(
e3xi 1

D
.

{
− 1
−6i

(
1+

D
−6i

)}
x
)

= −e−2xIm
(
e3xi 1

D
.
(−i

6

(
x+

i
6

)))
=

e−2x

36

(
ie3xi

∫
(6x+ i)dx

)
=

e−2x

36

(
i(cos3x+ i ∈ 3x)(5x2+ ix)

)
=

e−2x

36
(3x2 cos3x− xsin3x).

است: چنین E عمومͬ جواب بنابراین

S : y = yp+ yh

=
x

36
e−2x(3xcos3x− sin3x)+ e−2x(A ∈ 3x+Bcos3x).

آورید: بدست را زیر عبارات از ͷی هر حاصل تمرینات .٢٠.٨.٢

1) (D−3)−1(x2+3x−6), 2) (D−1)−1.x2,
3) (D2−3D+2)−1.sin2x, 4) (D2−1)−1.2x,
5) (4D2−5D)−1(x2e−x), 6) (D2+1)−1.xsin x,

بیابید: معادله برای خصوصͬ جواب ͷی معͺوس، عملͽر روش ͷکم به مورد هر در

7) y′′+3y′+2y = 4, 8) y′′− y = sin x,
9) y′′− y = 2x, 10) y′′− y′ = xex,
11) y′′+3y′+2y = cos x, 12) y′′+2 y = cos x,
13) y′′+ y = 3e−2x, 14) y′′+ y′+ y = 3x2ex,
15) y′′′+3y′′+3y′+ y = e−x(2− x2), 16) y′′+4y = 4xcos2x,
17) y(4)+ y = x−1, 18) y′′+ y′−2y = 3e−2x,
19) y′−3y = x3+3x+ e3x, 20) y′′′+ y′ = cos x,
21) y(5)+2y′′′+ y′ = 2x+ sin x, 22) y′′′−3y′′+3y′− y = 2ex.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل اولر معادلات .٩.٢

اولر معادلات ٩.٢ بخش

فرم: به معادلات تعریف .١.٩.٢

E : an(x+b)n y(n)+an−1(ax+b)n−1 y(n−1)+ · · ·+a1(x+b)y′+a0 y = f (x), (١٧.٢ )

مͬ�نامیم. اولر معادلات را ثابتند اعداد an, · · · ,a1,a0,b,a که

متغیر تغییر از (١٧.٢ ) معادلات حل برای حل روش .٢.٩.٢
x+b = et, (١٨.٢ )

بود. خواهد y و t حسب بر ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی نتیجه که مͬ�کنیم استفاده

کنید. حل را E : x2y′′+2xy′ = 6y معادله مثال .٣.٩.٢

صورت این در .x = et که مͬ�کنیم استفاده t جدید متغیر از (١٨.٢ ) به توجه با حل:

y′ =
dy
dx
=

dy
dt
dx
dt

=

dy
dt

et = e−t dy
dt
,

y′′ =
dy′

dx
=

dy′

dt
dx
dt

=

d
dt (e

t dy
dt )

et = e−t
(
−e−t dy

dt
+ e−t d2y

dt2

)
.

نتیجه در

y′ =
1
x

dy
dt
, y′′ =

1
x2

(
d2y
dt2 −

dy
dt

)
.

مͬ�نویسیم: t حسب بر را E اکنون

x2 1
x2

(
d2y
dt2 −

dy
dt

)
+2x

1
x

dy
dt
= 6y.

دیͽر بیان به

d2y
dt2 +

dy
dt
−6y = 0,

پس است. CE : λ2+λ−6 = 0 آن مشخصه معادله است. همͽن ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی که
از عبارتست آن عمومͬ جواب

y = yh = Ae−2t +Be2t.
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اولر معادلات .٩.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

بنابراین ،x = et فرض مطابق اما هستند. 2 و −3 اعداد CE ریشه�های زیرا

S : y = A
1
x3 +Bx2.

کنید. حل را x2y′′− xy′+2y = x ln x معادله مثال .۴.٩.٢

چنین E معادله جدید شͺل بنابراین ،x = et که مͬ�کنیم استفاده t جدید متغیر از قبل مثال مانند حل:
است:

x2
{

1
x2

(
d2y
dt2 −

dy
dt

)}
− x

{
1
x

dy
dt

}
+2y = et lnet,

d2y
dt2 −2

dy
dt
+2y = tet.

جواب پس است. 1± i آن ریشه�های که λ2−2λ+2 = 0 از عبارتست خطͬ معادله این مشخصه معادله
از عبارتست آن همͽن معادله عمومͬ

yh = Aet cos t+Bet sin t.

است: چنین آن خصوصͬ جواب

yp =
1

D2−2D+2
tet

= et 1
(D+1)2−2(D+1)+2

= et 1
D2+1

t

= et
(
1−D2+D4− · · ·

)
t

= tet.

از عبارتست E عمومͬ جواب x = et اینͺه به توجه با بنابراین،

S : y = yp+ yh

= tet +Aet cos t+Bet sin t

= x ln x+Axcos ln x+Bxsin ln x.

کنید. حل را E : (3x−2)2y′′−3(3x−2)y′+9y = x معادله مثال .۵.٩.٢
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل اولر معادلات .٩.٢

نتیجه در ،3x−2 = et و است جدید متغیر t مͬ�کنیم فرض حل:

y′ =
dy
dx
=

dy
dt
dx
dt

=

dy
dt

1
3 et
= 3e−t dy

dt
,

y′′ =
dy′

dx
=

dy′

dt
dx
dt

=

d
dt (3e−t dy

dt )
1
3 et

= 3e−t
(
−3e−t dy

dt
+3e−t d2y

dt2

)
.

نوشت: مͬ�توان چنین را E پس

(et)2
(
9e−2t

{
d2y
dt2 −

dy
dt

})
−3et

(
3e−t dy

dt

)
+ y =

et +2
3

d2y
dt2 −2

dy
dt
+ y =

et +2
27

,

معادله این ریشه�های چون است. λ2−2λ+1 = 0 مشخصه معادله با ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی که
از عبارتست همͽن عمومͬ جواب پس هستند، λ1 = λ2 = 1

yh = Ae1t +Bt1e1t

= (A+Bt)et.

مͬ�کنیم: زیرتعیین روش به را خصوصͬ جواب

yp =
1

D2−2D+1
et +2

27

=
1

D2−2D+1
et

27
+

1
D2−2D+1

2
27

=
1
27

1
(D−1)2 et +

2
27

1
D2−2D+1

1

=
1
27

1
2!

t2et +
2
27

(1+2D−D2+ · · · ).1

=
1
54

t2et +
2
27
.

از عبارتست E عمومͬ جواب ،t = ln(3x−2) اینͺه به توجه با بنابراین،

S : y = yp+ yh

=
1
54

t2et +
1
27
+ (A+Bt)et

=
3x−2

54
ln2(3x−2)+

1
27
+ (3x−2)(A+B ln(3x−2)).
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خصوصͬ جواب یافتن برای پارامتر تغییر روش .١٠.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

کنید: حل را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .۶.٩.٢

1) x′y′′′+ xy′ = y, 2) x′y′′′ = 2y′,

3) x2y′′+3xy′+ y = 0, 4) (x+1)2y′′′ = 12y′,

5) x2y′′+2xy′+6y = 0, 6) x2y′′ = 2y+ sin(ln x),

7) x2y′′+ y′ = 0, 8) x2y′′− xy′−3y = −16
x

ln x,

9) x2y′′′−3xy′′+3y = 0, 10) x2y′′+ xy′ = y+ xm, |m| , 1,

11) (x+2)2y′′+3(x+2)y′−3y = 0, 12) (2x+1)2y′′−2(2x+1)y′+4y = 0,

13) (2x+1)2y′′′+2(2x+1)y′′+ y′ = 0, 14) x2y′′−2xy′+2y = x2−2x+2,

15) x2y′′+4xy′+2y = 2ln2 x+12x,

16) (x+1)3y′′+3(x+1)2y′+ (x+1)y = 6ln(x+1).

خصوصͬ جواب یافتن برای پارامتر تغییر روش ١٠.٢ بخش

کرده�ایم. حل را است بخصوصͬ فرم از آنها راست سمت که ثابت ضرایب با خطͬ معادلات بیشتر تاکنون
مͬ�نامند. لاگرانژ روش را روش این مͬ�دهیم. گسترش را بحث دامنه حدودی تا حاضر روش

معادله به نظیر همͽن معادله خطͬ مستقل جوابهای yn, · · · ,y2,y1 کنید فرض قضیه .١.١٠.٢
دیفرانسیل

E : p0(x)y(n)+ p1(x)y(n−1)+ · · ·+ pn−1(x)y′+ pny = f (x),

شͺل به E معادله عمومͬ جواب صورت این در هستند.

y =C1(x)y1+C2(x)y2+ · · ·+Cn(x)yn, (١٩.٢ )

مͬ�آیند: بدست زیر دستͽاه از Cn و . . . ،C2 ،C1 مجهول توابع که است.



y1C′1+ y2C′2+ · · ·+ ynC′n = 0,

y′1C′1+ y′2C′2+ · · ·+ y′nC′n = 0,

...

y(n−1)
1 C′1+ y(n−1)

2 C′2+ · · ·+ y(n−1)
n C′n =

f (x)
p0(x)

.

(٢٠.٢ )
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای پارامتر تغییر روش .١٠.٢

داریم: خطͬ، جبر در کرامر قضیه به توجه با و ١.١٠.٢ در مفروضات با نتیجه .٢.١٠.٢

Ck = (−1)n+k f (x)
p0(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 · · · yk−1 yk+1 · · · yn
y′1 · · · y′k−1 y′k+1 · · · yn
...

...
...

...

y(n−2)
1 · · · y(n−2)

k−1 y(n−2)
k+1 · · · y(n−2)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
÷

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 y2 · · · yn
y′1 y′2 · · · y′n
...

...
...

y(n−1)
1 y(n−1)

2 · · · y(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

کنید. حل را E : y′′−2tan x.y′ = 1 معادله مثال .٣.١٠.٢

پذیر ͷیͺتف x و y′ به نسبت که مͬ�کنیم حل را E به نظیر Eh : y′′ = 2y′ tan x همͽن معادله ابتدا حل:
بنابراین: .dy′/y′ = 2tan xdx است:

lny′ = −2lncos x+ lnC,

بنابراین: .dy =
Cdx

cos2 x
است: پذیر ͷیͺتف x و y به نسبت هم باز که y′ =

C
cos2 x

یا

y =C tan x+A,

Eh جواب و خطͬ مستقل توابع y2 = tan x و y1 = 1 پس هستند. 0 < C با دلخواه ثابت A و C که
داریم: (٢٠.٢ ) به بنا پس ،yp =C1(x)+ tan xC2(x) مͬ�کنیم فرض اکنون هستند.

1.C′1+ tan x.C′2 = 0,

0.C′1+
1

cos2 x
.C′2 = 1.

نتیجه: در

{
C′2 = cos2 x,
C′1 = −sin xcos x,

⇒


C1 = −

∫
sin xcos xdx = − sin2 x

2
,

C2 =

∫
1+ cos2x

2
dx =

x
2
+

1
4

sin2x.

از عبارتست E عمومͬ جواب نتیجه، در

S : y = A+B tan x− 1
2

sin2 x+
1
2

x tan x+
1
4

sin2x tan x

= A+B tan x+
1
2

x tan x.

کنید. حل را E : y′′−3y′+2y = sin(e−x) معادله مثال .۴.١٠.٢

λ2 − آن مشخصه معادله مͬ�کنیم. حل را E به نظیر Eh : y′′ − 3y′ + 2y = 0 همͽن معادله ابتدا حل:
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خصوصͬ جواب یافتن برای پارامتر تغییر روش .١٠.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

.yh = Aex+Be2x از عبارتست Eh عمومͬ جواب پس هستند. ٢ و ١ آن ریشه�های که است 3λ+2 = 0
مͬ�کنیم: فرض (٢٠.٢ ) به بنا پس

yp =C1(x)ex +C2(x)e2x.

مͬ�باید }بنابراین،
ex.C′1+ e2x.C′2 = 0,
ex.C′1+2e2x.C′2 = sin(e−x), ⇒

{
C′1 = −e−x sin(e−x),
C′2 = e−2x sin(e−x).

داریم نتیجه، در

C1 = −
∫

e−x sin(e−x)dx

= −cose−x,

C2 =

∫
e−2x sin(e−x)dx

=

∫
e−xd cose−x

= e−x cos−x−
∫

cose−xde−x

= e−x cose−x− sine−x.

بنابراین

yp = −ex cose−x + ex cose−x − e2x sine−x

= −e2x sine−x,

از عبارتست E عمومͬ جواب لذا و

S : y = −e2x cos(e2x cos(e−x)+Aex +B2x.

معادله به نظیر همͽن معادله جواب ͷی y1 =
sin x

x
بدانیم که صورتͬ در مثال .۵.١٠.٢

E : y′′+
2
x

y′+ y =
1
x

کنید. حل را معادله این است.

دهیم، قرار Eh در اگر بنابراین مͬ�کند. صدق Eh در و y = y1z که است جدید تابعͬ z کنیم فرض حل:
داریم:

(y′′1 +2y′1z′+ y1z′′)+
2
x

(y′1z+ y1z′)+ y = 0,(
y′′1 +

2
x

y′1+ y1

)
z+ y1z′′+

2
x

(xy′1+ y1)z′ = 0.

بنابراین مͬ�کند، صدق Eh در y1 زیرا است، صفر اول پرانتز اما

xy1z′′−2(xy′1+ y1)z′ = 0;
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای پارامتر تغییر روش .١٠.٢

است: پذیر ͷیͺتف x و z′ به نسبت که z′′ sin x+2z′ cos x = 0 باید کردن، ساده از پس یا

dz′

z′
= −2

cos x
sin x

dx.

.dz =Cdx/sin2 x است: پذیر ͷیͺتف نیز این که z′ =C/sin2 x یا lnz′ = −2lnsin x+ lnC بنابراین
داریم: مجموع در دلخواهند. اعداد A و C که z = −C cot x+A بنابراین

y = (−C cot x+A)
sin x

x

= −C
cos x

x
+A

sin x
x
.

گرفت. cos x/x تابع را y2 مͬ�توان پس
باید: پس .yp =C1(x)y1(x)+C2(x)y2(x) مͬ�کنیم فرض (١٩.٢ ) به نظر اکنون

sin x
x

C′1(x)+
cos x

x
C′2(x) = 0,

xcos x− sin x
x2 C′1(x)− xsin x+ cos x

x2 C′2(x) =
1
x
.

داریم: نتیجه }در
C′1 = cos x,
C′2 = −sin x, ⇒

{
C1 = sin x,
C2 = cos x.

از عبارتست E عمومͬ جواب و

S : y = yp+ yh

= sin x.
sin x

x
+ cos x.

cos x
x
+A

sin x
x
+B

cos x
x

,

=
1
x

(
1+Asin x+Bcos x

)
.

جواب است، زیر معادله به نظیر همͽن معادله جواب ͷی y1 = x بدانیم که صورتͬ در مثال .۶.١٠.٢
کنید: تعیین را آن عمومͬ

E : x2(1− ln x)y′′+ xy′− y =
(1− ln x)2

x
.

فرض این دادن قرار از پس نتیجه، در کند. صدق E به نظیر Eh همͽن معادله در y = y1z فرضکنیم حل:
داریم Eh در

x2(1− ln x)(z′′x+ zz′)+ x(xz′+ z)− xz = 0.

داریم کردن، ساده از پس

x(1− ln x)z′′+ (3−2ln x)z′ = 0.
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خصوصͬ جواب یافتن برای پارامتر تغییر روش .١٠.٢ بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل

داریم نتیجه، در

dz′

z′
= − 3−2ln x

x(1− ln x)
dx,

داریم: گیری انتͽرال از پس و

z′ = A
1
x2 (1− ln x),

است: پذیر ͷیͺتف نیز معادله این اما است. ثابت عددی A که

z = A
∫

(1− ln x)
dx
x2

= A
∫

(ln x−1)d
1
x

= A
1
x

(ln x−1)+A
∫

1
x2 dx

= A
1
x

(ln x−2)+B.

بنابراین

y = y1z = A(ln x− z)+Bx.

مͬ�کنیم: فرض (٢٠.٢ ) به نظر اکنون گرفت. ln x تابع را y2 مͬ�توان پس

y = x.C1(x)+ ln x.C2(x),

باید نتیجه، در و

 x.C′1+ ln x.C′2 = 0,

1.C′1+
1
x
.C′2 =

1
x3 (1− ln x),

⇒


C′1 = −

1
x

ln x.C′2 = −
1
x3 ln x,

C1 =
−1
x3 ,

⇒


C1 =

∫ −1
x3 ln xdx =

1
2

∫
ln xd

1
x2 =

ln x
2x2 −

∫
1

2x2
dx
x
=

ln x
2x2 +

1
4x2 ,

C2 =

∫ (
1
x2 dx

)
=
−1
x
.

است: چنین E خصوصͬ جواب بنابراین،

yp = C1y1+C2y2

=
1
x

(2 ln x+1)− 1
x

ln x

=
1
4x

(1−2ln x) ln x− x
3
.
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بالا مرتبه دیفرانسیل معادلات .٢ فصل خصوصͬ جواب یافتن برای پارامتر تغییر روش .١٠.٢

از عبارتست E عمومͬ جواب

S : y = yp+ yh

=
1
4x

(1−2ln x)+Ax+B ln x.

کنید. راحل زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .٧.١٠.٢

1) y′′+ y =
1

sin x
, 2) y′′+ y =

1

sin3 x
,

3) y′′− y′ =
1

ex+1
, 4) y′′− y′ = e−x,

5) y′′+ y =
1√

sin5 xcos x
, 6) y′′′+ y′′ = sin2 x,

7) y′′−2y′+ y =
ex

x2+1
, 8) xy′′ = (1+2x2)y′ , 4x3ex2

,

9) y′′+2y′+2y =
1

ex sin x
, 10) y′′ = 4+3y′ tan x,

11) x ln x.y′′ = y′+ ln2 x, 12) xy′′+ (2x+1)y′+4x2 = 0,

عمومͬ جواب است، شده داده معادله به نظیر همͽن معادله از جواب ͷی y1 زیر مسائل از ͷی هر در
بیابید. را معادله

13) (2x+1)y′′+ (4x−2)y′−8y = 0, y1 = emx,
14) x2(ln x−1)y′′− xy′+ y = 0, y1 = x,
15) y′′+ (tan x−2cot x)y′+2cot2 x.y = 0, y1 = sin x,
16) y′′+ tan x.y′+ cot2 x.y = 0, y1 = cos(sin x),
17) (1+ x2)y′′+ xy′− y+1 = 0, y1 = x,
18) x2y′′− xy′−3y = 5x4, y1 = 1/x,
19) (x−1)y′′− xy′+ y = (x−1)2ex, y1 = ex,
20) x3(x−1)y′′+ x(2x2−2x−1)y′− y = (x−1)2/x, y1 = 1/x,
21) y′′− y′+ ye2x = xe2x−1, y1 = sinex,
22) x(x−1)y′′− (2x−1)y′+2y = x2(2x−3), y1 = x2,

بیابید. را معادله عمومͬ جواب هستند، همͽن معادله جواب y2 و y1 مورد هر در

23) 4xy′′+2y′+ y = 1, y1 = sin
√

x, y2 = cos
√

x,
24) (1− x)y′′+ xy′− y = (x−1)2ex, y1 = x, y2 = ex,
25) 2x2(2− ln x)y′′+ x(4− ln x)y′− y = (2− ln x)2/

√
x, y1 = ln x, y2 =

√
x,

26) x3(ln x−1)y′′− x2y′+ xy = 2ln x, y1 = x, y2 = ln x.
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٣ فصل

لاپلاس تبدیلات

جواب یافتن برای قبلͬ روشهای باشد، ناپیوسته ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی ثانͬ طرف چنانچه ١

است. مسائل گونه این به پرداختن برای مناسب ابزاری لاپلاس روش نمͬ�آید. کار به آن خصوصͬ

لاپلاس تبدیلات معرفͬ ١.٣ بخش

معادله�ای به را آن مͬ�تواند که یافته�ایم روشͬ و است دیفرانسیل معادله مساله یا معادله ͷی E کنید فرض
برای روشمان عͺس از آنͽاه و ،S کرده حل را حاصل جبری معادله آن سپس کند. تبدیل L (E ) جبری

.L −1(S ) مͬ�کنیم استفاده E مساله جواب آوردن بدست

به شرایط در که است t حقیقͬ متغیر از f : R→ R حقیقͬ مقدار با تابعͬ هدف تابع تعریف .١.١.٣
مͬ�کند: صدق ذیل شرح

است. پذیر انتͽرال ها t محور از متناهͬ بازه هر بر f (١

است. صفر t منفͬ مقادیر کلیه ازای به f (٢

علم دانشͽاه ریاضͬ دانشیار نجفͬ�خواه، مهدی تالیف: — ١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز آخرین — ١

میان در m_nadjafikhah@iust.ac.ir آدرس به نویسنده با را پیشنهادی یا و انتقاد هرگونه ایران. صنعت و
کنید: تهیه را آن نسخه آخرین لطفا تغییر. حال در احتمالا و است تهیه دست در کتاب این بͽذارید.

http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/ODE/Fa3.pdf
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لاپلاس تبدیلات معرفͬ .١.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

و 0 < M چون مثبت اعدادی که معنͬ این به کند، رشد نمایͬ تابع از کندتر t→∞ در | f (t)| (٣
شرط این در که ای s بزرگترین .| f (t)| ≤ Mest ای t هر ازای به که شوند یافت گونه�ای به 0 < s

مͬ�نامند. f رشد درجه را کند صدق

است: هدف تابع ͷی زیر تابع دهید نشان مثال .٢.١.٣

f (t) =
{

e2t sin3t t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر

به −1 ≤ sinα ≤ 1 چون بعلاوه است. پذیر انتͽرال متناهͬ بازه هر بر پس است، پیوسته f چون حل:
پس: .α هر ازای

| f (t)| =
{

e2t |sin3x| t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر ≤ e2t |sin3t| ≤ e2t.

است. هدف تابع f پس .s = 2 و M = 1 یعنͬ

است: هدف تابع ͷی واحد پله�ای تابع مثال .٣.١.٣

u0(t) =
{

1 t > 0 اگر
0 t ≤ 0 اگر

نمͬ�شود، استفاده ها t محور منفͬ قسمت در تابع ویژگیهای از عملا ادامه در چون قرارداد .۴.١.٣
چنین ظاهرا اگر حتͬ است، صفر ها t محور منفͬ قسمت بر توابع همه فصل این در که است این قرار لذا

است: زیر تابع منظور f (t) = t2 مͬ�نویسیم وقتͬ مثلا نباشد.

f (t) =
{

t2 t > 0 اگر
0 t ≤ 0 اگر

ازای به f (t)e−st تابع انتͽرال صورت این در است، هدف تابع ͷی f (t) کنید فرض قضیه .۵.١.٣
مͬ�کنیم: تعریف صورت، این در است. متناهͬ و موجود [0;+∞) بازه بر s > s0 هر

F(s) :=
∫ +∞

0
f (t)e−st dt, s > s0.

واقع: در مͬ�دهیم. نشان نیز L
{
f
}
نماد با را F() حاصل تابع

L
{
f
}
= F ⇐⇒ L −1

{
F
}
= f .

هدف توابع مͬ�گیریم. s را حاصل توابع متغیر و t را هدف توابع متغیر پس این از قرارداد .۶.١.٣
معروف ریاضیدان اول حرف L مͬ�دهیم. نشان بزرگ حروف با را حاصل توابع و ͷکوچ حروف با را

است. (١٧۴١٨٢٧-٩ دولاپلاس (پیرسیمون فرانسوی
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل لاپلاس تبدیلات معرفͬ .١.٣

عدد دو هر و f و g تاب دو هر ازای به که معنͬ این به است خطͬ لاپلاس عملͽر قضیه .٧.١.٣
داریم: a,b ثابت

L
{
a f +bg

}
= aL

{
f
}
+bL

{
g
}
.

بیابید. را f (t) = 1 لاپلاس تبدیل مثال .٨.١.٣

داریم: ۵.١.٣ تعریف به توجه با حل:

L
{
1
}
=

∫ ∞

0
1e−stdt

= lim
b→∞

∫ b

0
e−stdt

= lim
b→∞

−1
s

e−st
∣∣∣∣b
0

=
1
s
− 1

s
lim

b→∞
e−bs

=
1
s
.

که: دادیم نشان بنابراین، .0 < s که است صفر صورتͬ در آخر حد

L
{
1
}
=

1
s
, s > 0. (١.٣ )

بیابید. را n ∈ N که f (t) = tn لاپلاس تبدیل مثال .٩.١.٣

مͬ�کنیم: عمل n روی استقرا به حل:

L
{
t
}
=

∫ ∞

0
te−stdt

= lim
b→∞

∫ b

0
te−stdt

=
−1
s

lim
b→∞

∫ b

0
tde−st

=
−1
s

lim
b→∞

{
te−st

∣∣∣∣b
0
−

∫ b

0
e−stdt

}
=
−1
s

lim
b→∞

{
be−bs+

1
s

e−st
∣∣∣∣b
0

}
=

1
s2 − lim

b→∞

bs+1
s2 e−bs
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لاپلاس تبدیلات معرفͬ .١.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

=
1
s2 − lim

b→∞

bs+1
s2ebs

=
1
s2 − lim

b→∞

b
s3ebs

=
1
s2 .

که: شد ثابت پس بیانجامد. ∞∞ حالت به حد و s > 0 که مͬ�آید کار به وقتͬ هوپیتال قاعده

L
{
t
}
=

1
s2 , s > 0. (٢.٣ )

مͬ�خواهیم: را L
{
tn+1

}
و یافته�ایم را L

{
tn
}
کنیم فرض حال

L
{
tn+1

}
=

∫ ∞

0
tn+1e−stdt

= lim
b→∞

∫ b

0
tn+1e−stdt

=
−1
s

lim
b→∞

∫ b

0
tn+1de−st

= −1
s

lim
b→∞

{
tn+1e−st

∣∣∣∣b
0
−

∫ b

0
e−stdtn+1

}
=
−1
s

lim
b→∞

{
bn+1

e+sb − (n+1)
∫ b

0
e−sttndt

}
= −1

s
lim

b→∞

bn+1

e+sb +
n+1

s

∫ ∞

0
tne−stdt.

کنیم). استفاده 0 < s شرط از و کنیم استفاده هوپیتال بار n+ 1 است (کافͬ است صفر آخر حد اما
که: شد ثابت بنابراین،

L
{
tn+1

}
=

n+1
s

L
{
tn
}
, s > 0.

که مͬ�کنیم توجه اکنون

L
{
tn
}
=

n
s
L

{
tn−1

}
=

n
s

n−1
s

L
{
tn−2

}
...

=
n
s

n−1
s
· · · 1

s
L

{
1
}

=
n!

sn+1 .
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل لاپلاس تبدیلات معرفͬ .١.٣

که شد ثابت پس

L
{
tn
}
=

n!
sn+1 , s > 0. (٣.٣ )

بیابید. را cosat,sinat لاپلاس تبدیل مثال .١٠.١.٣

بیابیم: را eait لاپلاس تبدیل است کافͬ ،eait = cosat+ isinat اینͺه به توجه با حل:

L
{
eait

}
=

∫ ∞

0
aaite−stdt

= lim
b→∞

∫ b

0
e(ai−s)tdt

=
1

ai− s
lim

b→∞
e(ai−s)t

∣∣∣∣b
0

=
1

ai− s
lim

b→∞
e(ai−s)b− 1

ai− s

= − s+ai
s2+a2 lim

b→∞
e−sb(cosab+ isinab)+

s+ai
s2+a2

= − s+ai
s2+a2 lim

b→∞

cosab
e+sb − i

s+ai
s2+a2 lim

b→∞

sinba
e+sb +

s+ai
s2+a2 .

آنها دوی هر s > 0 اگر پس مͬ�کند، میل بینهایت به مخرج و است -١ و ١ بین صورت اول حد دو در
است: شده ثابت و صفرند

L
{
eait

}
=

s+ai
s2+a2 .

نتیجه در

L
{
sinat

}
=

a
s2+a2 , L

{
cosat

}
=

s
s2+a2 , s > 0. (۴.٣ )

بیابید. را f (t) = eat لاپلاس تبدیل مثال .١١.١.٣

داریم: تعریف به توجه با حل:

L
{
eat

}
=

∫ ∞

0
eate−stdt

= lim
b→∞

∫ b

0
e(a−s)tdt

= lim
b→∞

1
a− s

e(a−s)t
∣∣∣∣b
0

= lim
b→∞

e(a−s)b

a− s
+

1
s−a

.

شد: ثابت پس ،s > a یعنͬ a− s < 0 که است صفر صورتͬ در آخر حد

L
{
eat

}
=

1
s−a

, s > a. (۵.٣ )
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لاپلاس تبدیل و مشتق .٢.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

بیابید. را f (t) = t− t2+2cos t− sin2t تابع لاپلاس مثال .١٢.١.٣

داریم: بالا مثالهای به توجه با حل:

L
{
f
}
= L

{
t
}
−L

{
t2
}
+2L

{
cos t

}
−L

{
sin2t

}
=

1
s2 −

2
s3 +2

s
s2+4

− 2
s2+4

.

بیابید. را coshat,sinhat تابع لاپلاس مثال .١٣.١.٣

داریم: ١١.١.٣ مثال به توجه با حل:

L
{
sinhat

}
= L

{
eat − e−at

2

}
=

1
2
L

{
eat

}
− 1

2
L

{
e−at

}
=

1
2

1
s−a

− 1
2

1
s+a

=
a

s2−a2 .

داریم: ،coshat = aat+e−at

2 چون مشابه صورت به

L
{
sinhat

}
=

a
s2−a2 , L

{
coshat

}
=

s
s2−a2 , s >

∣∣∣∣a∣∣∣∣. (۶.٣ )

بیابید: را شده داده توابع از ͷی هر لاپلاس تمرینات .١۴.١.٣

1) f (t) = 3sin2t−5et +1, 2) f (t) = sin2 t,
3) f (t) = (1+ et)(1−2e−t), 4) f (t) = cos2 t,
5) f (t) = sin t sin2t, 6) f (t) = (1+ t)3,
7) f (t) = et sin t, 8) f (t) = (et − e−t)2,
9) f (t) = e−t cos2t, 10) f (t) = t2et,

11) f (t) = sinat cosbt, 12) f (t) = sin2 t.

لاپلاس تبدیل و مشتق ٢.٣ بخش

F(s) = و باشند هدف توابع f (n)(t), · · · , f ′(t), f (t) اگر هدف) تابع از مشتق ) قضیه .١.٢.٣
صورت این در .L

{
f (t)

}
L

{
f ′(t)

}
= s F(s)− f (0),

L
{
f ′′(t)

}
= s2 F(s)− s f (0)− f ′(0),

L
{
f ′′′(t)

}
= s3F(s)− s2 f (0)− s f ′(0)− f ′′(0),

...

L
{
f (n)(t)

}
= sn F(s)− sn−1 f (0)− · · ·− s f (n−2)(0)− f (n−1)(0).

(٧.٣ )
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل لاپلاس تبدیل و مشتق .٢.٣

بیابید. را f (t) = sin2 t لاپلاس مثال .٢.٢.٣

داریم: ، f ′(t) = 2sin t cos t = sin2t اینͺه به توجه با حل:

L
{
f ′(t)

}
=L

{
sin2t

}
=

2
s2+4

.

داریم: ١.٢.٣ به بنا پس است، صفر برابر f (0) طرفͬ از

2
s2+4

= sF(s)−0,

یا

L
{
sin2 t

}
=

2
s(s2+4)

.

بیابید. را f (t) = tet لاپلاس مثال .٣.٢.٣

داریم: ١.٢.٣ از ، f (0) = 0 و f ′(t) = et + tet اینͺه به توجه با حل:

L
{
f ′(t)

}
= L

{
et
}
+L

{
tet

}
sF(s)− f (0) =

1
s−1

+F(s),

sF(s) = F(s)+
1

s−1
.

نتیجه در

L
{
tet

}
= F(s) =

1
(s−1)2

کنید. حل را y(0) = 0 و y′− y = t−1 مساله مثال .۴.٢.٣

مͬ�گیریم: لاپلاس شده داده دیفرانسیل معادله طرفین از ابتدا حل:

L
{
y′− y

}
= L

{
t−1

}
,

sL
{
y
}
− y(0)−L

{
y
}
= L

{
t
}
−L

{
1
}
,

(s−1)L
{
y
}
=

1
s2 −

1
s
,

L
{
y
}
=

1
s−1

.
1
s2 −

1
s−1

.
1
s
.

که مͬ�گیریم نتیجه و کرده استفاده کسر ͷیͺتف ͷنیͺت از

1
s−1

.
1
s2 =

1
s−1

+
−1
s
+
−1
s2 ,

1
s−1

.
1
s
=

1
s−1

+
−1
s
.

١٣١ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



لاپلاس تبدیل و مشتق .٢.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

بنابراین

L
{
y
}
=

1
s−1

− 2
s
− 1

s2

= L
{
et
}
−2L

{
1
}
−L

{
t
}
,

است: چنین مساله جواب اینͺه، نتیجه

y(t) = et − t−2.

آنͽاه ،L
{
f (t)

}
= F(s) باشیم داشته s > s0 ازای به اگر نتیجه) تابع از (مشتق قضیه .۵.٢.٣

d
ds

F(s) = −L
{
t f (t)

}
, L

{
t f (t)

}
= − d

ds
L

{
f (t)

}
. (٨.٣ )

مشابه صورت به

dn

dsn F(s) = (−1)nL
{
tn f (t)

}
, L

{
tn f (t)

}
= (−1)n dn

dsn L
{
f (t)

}
. (٩.٣ )

بیابید. را tneat لاپلاس مثال .۶.٢.٣

داریم: ۵.٢.٣ به توجه با حل:

L
{
tneat

}
= (−1)n dn

dsn L
{
eat

}
= (−1)n dn

dsn (
1

s−a
)

= (−1)n dn

dsn (s−a)−1

= (−1)n(−1)(−2) · · · (−n)(s−a)−n−1

= (−1)n(−1)nn!(s−a)−(n+1)

=
n!

(s−a)n+1

که شد ثابت پس

L
{
tneat

}
=

n!
(s−a)n+1 . (١٠.٣ )

بیابید. را tn cosat و tn sinat لاپلاس مثال .٧.٢.٣
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل لاپلاس تبدیل و مشتق .٢.٣

مͬ�کنیم: استفاده ۶.٢.٣ مثال از حل:

L
{
tn sinat

}
= ImL

{
tneait

}
= Im

(
n!

(s−ai)n+1

)
= n!Im

(( s+ai
s2+a2

)n+1)
=

n!
(s2+a2)n+1 Im(s+ai)n+1

=
n!

(s2+a2)n+1

n∑
k=0

(
n
k

)
(ai)k sn−k

نتیجه: در

L
{
tn sinat

}
=

n!
(s2+a2)n+1

∑
k=1,3,5,···

(−1)
k−1

2

(
n
k

)
ak sn−k,

L
{
tn cosat

}
=

n!
(s2+a2)n+1

∑
k=0,2,4,···

(−1)
k
2

(
n
k

)
ak sn−k.

(١١.٣ )

بیابید. را teat sinbt لاپلاس مثال .٨.٢.٣

داریم: ۵.٢.٣ از استفاده با حل:

L
{
teat sinbt

}
= − d

ds
L

{
eat sinbt

}
= −Im

d
ds

L
{
eatebit

}
= −Im

d
ds

a+bi
s− (a+bi)

= −Im
−(a+b){

s− (a+bi)
}2

=
1(

(s−a)2+b2) Im(a+bi)(s−a+bi)2

=
((s−a)2−b2)b+ (b(s−a))a

((s−a)2+b2)2

=
b(s−a)2+ab(s−a)−b3

((s−a)2+b2)2

آورید. دست به را tebt coshat لاپلاس مثال .٩.٢.٣
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لاپلاس تبدیل و انتͽرال .٣.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

داریم: ۵.٢.٣ به توجه با حل:

L
{
tebt coshat

}
= − d

ds
L

{
ebt coshat

}
=
−1
2

d
ds

L
{
ebt(eat + e−at)

}
=
−1
2

d
ds

L
{
e(a+b)t + e(b−a)t

}
=
−1
2

d
ds

 1
s−a−b

+
1{

s+a−b


=

1
2

(
1

(s−a−b)2 +
1

(s+a−b)2

)
=
−1
2

2s2+2a2−4bs+2b2

((s−b)2−a2)2

= − (s−b)2+a2

((s−b)2−a2)2

بیابید: را شده داده توابع از ͷی هر لاپلاس تمرینات .١٠.٢.٣

1) te2t 2) t2 cos t 3) sin3 t
4) te−t sin t 5) (t+1)sin t 6) cos2 t
7) t sinh(2t) 8) t(et + e2t) 9) t sin t sin2t
10) te−t cos t 11) t sin3 t 12) t2 cos t sin2t

لاپلاس تبدیل و انتͽرال ٣.٣ بخش

آنͽاه ،F(s) =L
{
f (t)

}
اگر هدف) تابع از (انتͽرال قضیه .١.٣.٣

L

{∫ t

0
f (τ)dτ

}
=

1
s

F(s). (١٢.٣ )

آورید. دست به را L
{ ∫ t

0 τsinτdτ
}
لاپلاس مثال .٢.٣.٣
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل لاپلاس تبدیل و انتͽرال .٣.٣

داریم: ١.٣.٣ به توجه با حل:

L
{
f (t)

}
= L

{∫ t

0
τsinτdτ

}
=

1
s
L

{
t sin t

}
=

1
s

(−1)
d
ds

L
{
sin t

}
=
−1
s

d
ds

1
s2+a2

=
2

(s2+a2)2 .

بیابید. را f (t) =
∫ t

0 τ
2e−τdτلاپلاس مثال .٣.٣.٣

داریم: ١.٣.٣ به توجه با حل:

L
{
f (t)

}
= L

{∫ t

0
τ2e−τdτ

}
=

1
s
L

{
t2e−t

}
=

1
s

2!
(s− (−1))2+1

=
2

s(s+1)3 .

آنͽاه: باشد، همͽرا
∫ ∞

s F(s)ds اگر نتیجه) تابع از (انتͽرال قضیه .۴.٣.٣

L
{ f (t)

t

}
=

∫ ∞

s
F(s)ds. (١٣.٣ )

آورید. بدست را sin t
t لاپلاس مثال .۵.٣.٣

داریم ، f (t) = sin t فرض با ۴.٣.٣ به توجه با حل:

L
{ sin t

t

}
=

∫ ∞

s
F(s)ds

=

∫ ∞

s
L

{
sin t

}
ds

=

∫ ∞

s

1
s2+1

ds

= lim
b→∞

∫ b

s

ds
s2+1

= lim
b→∞

arctan s
∣∣∣∣b
s

= lim
b→∞

arctanb− arctan s.
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لاپلاس تبدیل و انتͽرال .٣.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

نتیجه در

L
{ sin t

t

}
=
π

2
− arctan s = arctan

1
s
.

آورید. بدست را et−1
t لاپلاس مثال .۶.٣.٣

داریم: f (t) = et −1 فرض با ۴.٣.٣ به توجه با حل:

L
{et −1

t

}
=

∫ ∞

s
F(s)ds

=

∫ ∞

s
L

{
et −1

}
ds

=

∫ ∞

s

(
1

s−1
− 1

s

)
= lim

b→∞

[
ln(s−1)− ln s

]b

s

= lim
b→∞

ln
b−1

b
− ln

s−1
s

= ln
s

s−1
.

آنͽاه باشد، همͽرا
∫ ∞

0
f (t)
t dt اگر قضیه .٧.٣.٣∫ ∞

0

f (t)
t

dt =
∫ ∞

0
F(s)ds. (١۴.٣ )

داریم: ٧.٣.٣ در f (t) = sin t فرض با مثال .٨.٣.٣∫ ∞

0

sin t
t

dt =
∫ ∞

0

f (t)
t

dt

=

∫ ∞

0
f (s)ds

=

∫ ∞

0
L

{
sin t

}
dt

=

∫ ∞

0

ds
s2+1

= lim
b→∞

∫ ∞

0

ds
s2+1

= lim
b→∞

arctan s
∣∣∣∣b
0

= lim
b→∞

(arctanb− arctan0)

=
π

2
−0

=
π

2
.
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل لاپلاس تبدیل و انتͽرال .٣.٣

.(0 < a,b) آورید دست به را
∫ ∞

0
e−at−e−bt

t dt انتͽرال مقدار مثال .٩.٣.٣

داریم: ٧.٣.٣ به توجه با حل:

∫ ∞

0

e−at − e−bt

t
dt =

∫ ∞

0
L

{
e−at − e−bt

}
dt

=

∫ ∞

0

(
1

s+a
− 1

s+b

)
ds

= lim
b→∞

∫ B

0

(
1

s+a
− 1

s+a

)
ds

= lim
b→∞

[
ln(s+a)− ln(s+a)

]B

0

= lim
B→∞

ln
(

B+a
B+b

)
− ln

(
a
b

)
= ln

(
a
b

)
.

بیابید: را شده داده توابع از ͷی هر لاپلاس تمرینات .١٠.٣.٣

1)
∫ t

0
t sinh2tdt,

2)
∫ t

0
cos2 atdt,

3)
∫ t

0
(t+1)cosatdt,

4)
∫ t

0
coshatdt,

5)
∫ t

0
t2 sin2 tdt,

6)
∫ t

0
t3e−2tdt,

7)
e2t −1

t
,

8)
1− e−t

t
,

9)
sin2 t

t
,

10)
cos2 t−1

t
,

11)
1− cos t

t
,

12)
cos t− cos2t

t
,

13)
et −1− t

t
,

14)
et − e−t

2
,

15)
1− cosh2t

t
,

16)
sinh t

t
.

بیابید: را شده داده انتͽرالهای از ͷی هر مقدار

17)
∫ ∞

0

e−αt sinat
t

dt,

18)
∫ ∞

0

e−αt − eβt

t
sinatdt,

19)
∫ ∞

0

sinat sinbt
t

dt,

20)
∫ ∞

0

cosat− cosbt
t

dt,

21)
∫ ∞

0

arctanat− arctanbt
t

dt,

22)
∫ ∞

0

coshat− coshbt
t

dt,

23)
∫ ∞

0

sinhat sinhbt
t

dt,

24)
∫ ∞

0

e−αt sinhat
t

dt.
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لاپلاس در انتقال و مقیاس تغییر .۴.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

لاپلاس در انتقال و مقیاس تغییر ۴.٣ بخش

آنͽاه ،L
{
f (t)

}
= F(s) ای s > s0 هر بازاء و مثبت عددی α اگر مقیاس) (تغییر قضیه .١.۴.٣

L
{
f (αt)

}
=

1
α

F
( s
α

)
. (١۵.٣ )

مثبت عددی a و L
{
f (t)

}
= F(s) ای s > s0 هر بازاء اگر هدف) تابع در (انتقال قضیه .٢.۴.٣

صورت این در باشد،

L
{
u0(t−a) f (t−a)

}
= e−atF(s), (١۶.٣ )

است: واحد پله�ای تابع u0(t) که

u0(t) =
{

1 t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر

بیابید. را ua(t) := u0(t−a) لاپلاس مثال .٣.۴.٣

داریم: f (t) = 1 فرض و ٢.۴.٣ به توجه با حل:

L
{
u0(t)

}
e−asL

{
1
}
=

1
s

e−as.

که شد ثابت پس

L
{
u0(t)

}
=

1
s
, L

{
ua(t)

}
=

1
s

e−as. (١٧.٣ )

بیابید. را f (t) = (t2+1)u0(t−2) لاپلاس مثال .۴.۴.٣

داریم: ٢.۴.٣ به توجه با حل:

L
{
f (t)

}
= L

{
((t−2+2)2+1)u0(t−2)

}
= L

{
((t−2)2+4(t−2)+5)u0(t−2)

}
= e−2sL

{
t2+4t+5

}
= e−2s

(
2
s2 +

4
s2 +

5
s

)
.

دلخواه عددی a و L
{
f (t)

}
= F(s) ای s > s0 هر بازاء اگر نتیجه) تابع در (انتقال قضیه .۵.۴.٣

صورت این در باشد،

L
{
eat f (t)

}
= F(s−a). (١٨.٣ )
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل تͺه�ای پیوسته توابع و واحد پله�ای تابع .۵.٣

بیابید. را f (t) = e−t cos2t لاپلاس مثال .۶.۴.٣

داریم: ۵.۴.٣ به توجه با حل:

L
{
f (t)

}
= L

{
e−t cos2t

}
= L

{
cos2t

}∣∣∣∣
s=s−(−1)

=
s

s2+4

∣∣∣∣
s=s+1

=
s+1

(s+1)2+4
.

آورید. دست به را f (t) = e2t(t2− t+1) لاپلاس مثال .٧.۴.٣

داریم: ۵.۴.٣ به توجه با حل:

L
{
f (t)

}
= L

{
e2t(t2− t+1)

}
= L

{
t2− t+1

}∣∣∣∣
s=s−2

=

(
2
s3 −

1
s2 +

1
s

) ∣∣∣∣
s=s−2

=
(s−2)2− (s−2)+2

(s−2)3 .

آورید. بدست را شده داده توابع از ͷی هر لاپلاس تمرینات .٨.۴.٣

1) u(t−2)sin(t−2),
2) u(t−a)cos(t−b),
3) u(t−a)et−b,
4) u(t−a)cos2(t−a),
5) t3(t−1),
6) et sin tu(t),
7) (t2− t)etu(t),

8) 5+ tu(t−1)−5u(t−2),
9) cos(at+b),

10) sinh(at+b),
11) eat sinbt cosct,
12) eat sinbt sinct,
13) eat cosbt cosct,
14) e−tt5,

15) et sinh t,
16) tet cos t,
17) e−at cos2 bt,
18) te−t cosh t,
19) tetu(t−1),
20) u(t−a)ebt sinct.

تͺه�ای پیوسته توابع و واحد پله�ای تابع ۵.٣ بخش

تابع باشند، نقطه متناهͬ تعدادی آن ناپیوستͽͬ�های و شود تعریف R کل بر که تابعͬ تعریف .١.۵.٣
است: واحد پله�ای تابع تͺه�ای، پیوسته تابع ساده�ترین مͬ�شود. نامیده تͺه�ای پیوسته

u0(t) =
{

1 t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر

کنید. بررسͬ را ua(t) := u0(t−a) تابع مثال .٢.۵.٣

١٣٩ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



تͺه�ای پیوسته توابع و واحد پله�ای تابع .۵.٣ لاپلاس تبدیلات .٣ فصل

است: ضابطه�ای دو تابع این که مͬ�گردد ملاحظه حل:

ua(t) =
{

1 t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر

کنید. بررسͬ را ua,b(t) = u0(t−a)−u0(t−b) تابع مثال .٣.۵.٣

است: ضابطه�ای سه تابع این که مͬ�گردد ملاحظه حل:

ua,b(t) =


0 t < a اگر
1 a ≤ t < b اگر
0 b ≤ t اگر

کنید. بررسͬ را fa(t) := f (t−a)u0(t−a) تابع مثال .۴.۵.٣

که: مͬ�گردد ملاحظه حل:

u0(t−a) =
{

1 t ≥ 0 اگر
0 t < 0 اگر =⇒ fa(t) =

{
0 t < a اگر
f (t−a) a ≤ t اگر

صفر به را f تابع t = a قبل البته است. واحد a اندازه به ها t محور راستای در f تابع انتقال fa(t) یعنͬ
کنید: توجه زیر شͺل به مͬ�کند. تبدیل
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لاپلاس تبدیلات .٣ فصل تͺه�ای پیوسته توابع و واحد پله�ای تابع .۵.٣

کنید: محاسبه را آن لاپلاس سپس کنید، بیان واحد پله�ای تابع حسب بر را شده داده تابع مثال .۵.۵.٣

f (t) =


2 0 ≤ t < 2 اگر
−1 2 ≤ t < 3 اگر
0 صورت این غیر در

داریم: بالا، مثالهای به توجه با حل:

f (t) = 2u0,2(t)−u2,3(t)
= 2(u0(t)−u2(t))− (u2(t)−u3(t))
= 2u0(t)−3u2(t)+u3(t)
= 2u0(t)−3u0(t−2)+u0(t−3),

L
{
f (t)

}
= 2L

{
u0(t)

}
−3L

{
u0(t−2)

}
+L

{
u0(t−3)

}
= 2

1
s
−3

1
s

e−2s+
1
s

e−3s

=
1
s

(2−3e−2s+ e−2s).

آورید. بدست را آن لاپلاس نموده، بیان واحد پله�ای تابع حسب بر را شده داده تابع مثال .۶.۵.٣

f (t) =


0 t < 0 اگر
t 0 ≤ t < π اگر
0 π ≤ t < 2π اگر
sin t 2π ≤ t اگر

داریم: بالا مثالهای به توجه با حل:

f (t) = tu0,π(t)+0uπ,2π(t)+ sin tu2π(t)
= t(u0(t)−uπ(t))+ sin tu2π(t)
= tu0(t)− tu0(t−π)+ sin tu0(t−2π)
= tu0(t)− (t−π)u0(t−π)−πu0(t−π)+ sin(t−2π)u0(t−2π),

L
{
f (t)

}
= L

{
tu0(t)

}
−L

{
(t−π)u0(t−π)

}
−πL

{
u0(t−π)

}
+

+L
{
sin(t−2π)u0(t−2π)

}
= e−0sL

{
t
}
− e−πsL

{
t
}
−πe−πs 1

s
+ e−2πsL

{
sin t

}
=

1
s2 e−πs 1

s2 e−πs+ e−2πs 1
s2+1

.

آورید: دست به را زیر شͺل در شده داده نشان تابع لاپلاس مثال .٧.۵.٣
است: ͬͺی (a,0) و (0,1) نقاط از گذرنده خط با تابع ضابطه t = a از قبل حل:

f (t)−0
−1−0

=
t−a
0−a

=⇒ f (t) =
t−a

a
.

است. صفر برابر 2a و a بین f تابع

١۴١ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین
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مͬ�گذرد: (3a,1) و (2a,0) نقاط از که است منطبق خطͬ با 3a و 2a بین f تابع

f (t)−0
1−0

=
t−2a

3a−2a
, =⇒ f (t) =

t−2a
a

.

داریم: مجموع در پس

f (t) =
t−a

a
u0,a(t)+

t−2a
a

u2a,3a(t)

=
t−a

a
(u0(t)−ua(t))+

t−2a
a

(u2a(t)−u3a(t))

=
t−a

a
u0(t)− 1

a
(t−a)u0(t−a)+

1
a

u0(t−2a)(t−2a)

−1
a

(t−3a)u0(t−3a)−u0(t−3a),

L
{
f (t)

}
=

1
a
L

{
u0(t)(t−a)

}
− 1

a
L

{
(t−a)u0(t−a)

}
+

1
a
L

{
(t−2)(t−2a)

}
−1

a
L

{
(t−3a)u0(t−3a)

}
−L

{
u0(t−3a)

}
=

1
a

e−0sL
{
t−a

}
− 1

a
e−asL

{
t
}
+

1
a

e−2asL
{
t
}
− 1

a
e−2asL

{
t
}
+

1
s

e−3s

=
1
a

{ 1
s2 −

a
s

}
− 1

a
e−s.

1
s2 +

1
a

e−2as.
1
s2 −

1
a

e−3as.
1
s2 −

1
s

e−3as

=
1

as2 (1−as)− 1
as2 e−as+

1
as2 e−2as− 1

s2 (1+as)e−3as.

بیابید: را شͺل در شده داده نشان تابع لاپلاس مثال .٨.۵.٣
که مͬ�گردد ملاحظه حل:

f (t) =



1 0 ≤ t < 1 اگر
−2 1 ≤ t < 2 اگر
3 2 ≤ t < 3 اگر
−4 3 ≤ t < 4 اگر
5 4 ≤ t < 5 اگر
−6 5 ≤ t < 6 اگر
...

...
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f (t) = u0,1(t)−2u1,2(t)+3u2,3(t)− · · ·
= (u0(t)−u1(t))−2(u1(t)−u2(t))+3(u2(t)−u3(t))− · · ·
· · ·+ (−1)n+1n(un−1(t)−un(t))+ · · ·

= u0(t)−3u1(t)+5u2(t)−7u3(t)+ · · ·+ (−1)n(2n+1)un(t)+ · · ·

داریم: بنابراین

L
{
f (t)

}
= L

{
u0(t)

}
−3L

{
u0(t−1)

}
+5L

{
u0(t−2)

}
− · · ·

· · ·+ (−1)n(2n+1)L
{
u0(t−n)

}
+ · · ·

=
1
s
−3

1
s

e−s+5
1
s

e−2s− · · ·+ (−1)n(2n+1)
1
s

e−ns+ · · ·

=
2
s

{
− e−s+2e−2s−3e−3s+ · · ·+ (−1)nne−ns

}
+

1
s

{
1− e−s+ e−2s− e−3s+ · · ·+ (−1)ne−ns+ · · ·

}
+

1
s

1
1+ e−s

=
−2
s

{
1− e−s+ e−2s− e3s+ · · ·+ (−1)ne−ns+ · · ·

}′
+

1
s

1
1+ e−s

= −2
s

(
1

1+ e−s

)
+

1
s

1
1+ e−s

= −2
s
−e−s

(1+ e−s)2 +
1
s

1
1+ e−s

=
1+3e−s

s(1+ e−s)2 .
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به را آن لاپلاس نموده، بیان واحد پله�ای تابع ͷکم به را شده معرفͬ توابع از ͷی هر تمرینات .٩.۵.٣
است. صفر است، شده تعریف که جاهایͬ در تابع که است این بر فرض آورید. دست

1) f (t) = |t−1|, t ≥ 0 2) f (t) = t2, t ≥ 1

3) f (t) =
{

0 0 ≤ t < 2 اگر
1 2 ≥ t اگر 4) f (t) =

{
−1 0 ≤ t < 1 اگر
2 1 ≤ t اگر

5) f (t) =
{

0 0 ≤ t < 1/2 اگر
t 1

2 ≤ t اگر 6) f (t) =
{

2t 0 ≤ t < 1 اگر
1− t 1 ≤ t اگر

7) f (t) =
{

sin t 0 ≤ t < π/2 اگر
0 π

2 ≤ t اگر 8) f (t) =
{

t 0 ≤ t < 1 اگر
2t2 1 ≤ t اگر

9) f (t) =
{

3e−t 0 ≤ t < 1 اگر
−1 1 ≤ t اگر 10) f (t) =

{
0 0 ≤ t < 2 اگر
e−1−t 2 ≤ t اگر

11) f (t) =


cos t 0 ≤ t < π اگر
0 π ≤ t < 2π اگر
1 2π ≤ t اگر

12) f (t) =


−1 0 ≤ t < 1 اگر
t 1 ≤ t < 2 اگر
t2 2 ≤ t اگر

13) f (t) =


1− t 0 ≤ t < 2 اگر
t 2 ≤ t < 3 اگر
0 3 ≤ t اگر

14) f (t) =


sin t 0 ≤ t < 2π اگر
cos t 2π ≤ t < 6π اگر
sin t 6π ≤ t اگر

15) 16)

17) 18)

19) 20)
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21) 22)

23) 24)

متناوب توابع لاپلاس ۶.٣ بخش

گونه�ای به T مانند مثبت عددی که است متناوب f : R→ R تابع مͬ�گوییم صورتͬ در تعریف .١.۶.٣
که است T0 برابر f تناوب دوره مͬ�گوییم صورتͬ در . f (x+T ) = f (x) ای x هر ازای به که گردد یافت

باشد. f (x+T0) = f (x) رابطه در صادق مثبت عدد کوچͺترین T0 �

هستند. T = 2π برابر تناوب با متناوب توابعͬ tan2x,2sin x−cos x,cos xsin x توابع مثال .٢.۶.٣

است. T = 1 تناوب با متناوب f (x) = x− |x| تابع مثال .٣.۶.٣

است! تناوب بدون ولͬ متناوب f (x) = 0 تابع مثال .۴.۶.٣

هستند. T = πتناوب با متناوب cot x و tan x ،2|cos x| ،|sin x| توابع مثال .۵.۶.٣

صورت این در باشد، هدف تابع ͷی و T تناوب با متناوب f (x) تابع اگر قضیه .۶.۶.٣

L
{
f (t)

}
=

1
1− e−sT

∫ T

0
e−sT f (t)dt. (١٩.٣ )

بازه در و صفر برابر [0,π] بازه در که است T = 2π تناوب با تابعͬ f (t) کنید فرض مثال .٧.۶.٣
آورید. بدست را آن لاپلاس است. −sin t برابر [−π,π]
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داریم: (١٩.٣ ) مطابق حل:

L
{
f (t)

}
=

1
1− e−2πs

∫ 2π

0
e−st f (t)dt

=
1

1− e−2πs

∫ π

0
0dt+

1
1− e−2πs

∫ 2π

π
−sin te−stdt

=
1

e−2πs−1
.

e−st

1+ s2 (−ssin t− cos t)
∣∣∣∣t=2π

t=π

=
1

e−2πs−1
.
−e−πs

1+ s2 (e−π+1)

=
e−πs

1− e−πs .
1

1+ s2 .

آورید: بدست را زیر شͺل در شده داده نشان تابع لاپلاس مثال .٨.۶.٣

بازه: این در و است T = 2 تناوب با تابعͬ f (t) که مͬ�کنیم توجه حل:

f (t) =
{

t 0 ≤ t ≤ 1 اگر
2− t 1 ≤ t ≤ 2 اگر

داریم: (١٩.٣ ) به بنا پس،

L
{
f (t)

}
=

1
1− e−2s

∫ 2

0
f (t)e−stdt

=
1

1− e−2s

{∫ 1

0
te−stdt+

∫ 2

1
(2− t)e−stdt

}
=

1
1− e−2s

{[
−1
s2 (st+1)e−st

]1

0
+

[
1
s2 (1−2s+ st)e−st

]2

1

}
=

1
s2 .

1− e−s

1+ e−s .

بیابید. را f (t) = [t] تابع لاپلاس مثال .٩.۶.٣

١۴۶ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین
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بنابراین: است. T = 1 تناوب با متناوب g(t) = t− f (t) = t− [t] تابع اما، نیست، متناوب تابع این حل:

L
{
g(t)

}
= L

{
t
}
−L

{
f (t)

}
=

1
s2 −L

{
f (t)

}
L

{
f (t)

}
=

1
s2 −L

{
g(t)

}
=

1
s2 −

1
1− e−s

∫ 1

0
f (t)e−stdt

=
1
s2 −

1
1− e−s

∫ 1

0
te−stdt

=
1
s2 −

1
1− e−s

[
−1
s2 (st+1)e−st

]1

0

=
1
s2 +

1
s2(1− e−s)

(
(s+1)e−s−1

)
=

e−s

s(1− e−s)
.

بیابید: را شده داده متناوب تابع لاپلاس مورد، هر در تمرینات .١٠.۶.٣

1) f (t) = |sin t|, 2) f (t) = |cos t|,

3) f (t) =
{

1 0 ≤ t ≤ 1 اگر
−1 1 ≤ t ≤ 2 اگر T = 3,

4) f (x) =
{

t 0 ≤ t ≤ 1 اگر
0 1 ≤ t ≤ 2 اگر T = 3.

5) 6)

7) f (t) =
{

sin t 0 ≤ t ≤ π
0 π ≤ t ≤ 2π T = 2π,

8) f (t) =
{

sin t 0 ≤ t ≤ 2π
0 2π ≤ t ≤ 4π T = 4π,

9) f (t) =
{

1− t 0 ≤ t ≤ 2
t−3 2 ≤ t ≤ 4 T = 4,

10) f (t) =
{

(t−1)2 0 ≤ t ≤ 2
0 2 ≤ t ≤ 4 T = 4.
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کانولوشن و ضربه تابع ٧.٣ بخش

ای: n ∈ N هر ازای به کنید فرض تعریف .١.٧.٣

δn(t) :=


2n −1

n
< t <

1
n
اگر

0 |t| ≥ 1
n
اگر

δn(t) تابع کند، میل بینهایت به n چنانچه است. 2n که صفر حوالͬ در جز به است، صفر جا همه تابع این
مͬ�کند: میل ضربه تابع نام به غیرعادی تابعͬ به

δ(t) := lim
n→∞

δn(t)

که مͬ�گردد ∫ملاحظه ∞

−∞
δ(t)dt = lim

t→∞

∫ ∞

−∞
δn(t)dt

= lim
t→∞

2n
(

1
n
− −1

n

)
= 1.

داریم ،a مثبت عدد هر ازای به قضیه .٢.٧.٣

L
{
δ(t−a)

}
= e−as, s > 0. (٢٠.٣ )

خاص: حالت در

L
{
δ(t)

}
= 1. (٢١.٣ )

داریم: a > 0 هر ازای به آنͽاه باشد، پیوسته t در f تابع t ≥ 0 هر ازای به ∫اگر ∞

0
f (t)δ(t−a)dt = f (a). (٢٢.٣ )

به را توابع این صورتکانولوشن این در هستند. هدف توابع g(t) و f (t) کنید فرض تعریف .٣.٧.٣
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت

( f ∗g)(t) :=
∫ t

0
f (z)g(t− z)dz (٢٣.٣ )

صورت این در ثابت، اعداد a,b و باشند هدف توابع f ,g,h اگر قضیه .۴.٧.٣

1) f ∗ (ag+bh) = a( f ∗g)+b( f ∗h),
2) f ∗ (g∗h) = ( f ∗g)∗h,
3) f ∗g = g∗h.
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صورت این در باشند، هدف توابع f ,g اگر قضیه .۵.٧.٣

L
{
f ∗g

}
=L

{
f
}
.L

{
g
}

(٢۴.٣ )

بیابید. را
∫ t

0
zez sin2zdz لاپلاس مثال .۶.٧.٣

کنیم: مربوط (٢۴.٣ ) به را انتͽرال این است کافͬ حل:

L

{∫ t

0
zez sin2zdz

}
= L

{
1∗ tet sin2t

}
= L

{
1
}
.L

{
tet sin2t

}
=

1
s
L

{
t sin2t

}∣∣∣∣
s=s−1

=
−1
s

L
{
sin2t

}′∣∣∣∣
s=s−1

=
−1
s

{ 2
s2+4

}′∣∣∣∣
s=s−1

=
−1
s
−4s

s2+4

∣∣∣∣
s=s−1

=
4(s−1)

s((s−1)2+4)
.

کنید. حل را y(t)+
∫ t

0
y(z)(t− z)dz = t انتͽرال معادله مثال .٧.٧.٣

مͬ�گیریم: لاپلاس شده داده معادله طرفین از ابتدا حل:

L
{
y
}
+L

{∫ t

0
y(z)(t− z)dz

}
=L (t),

L
{
y
}
+L

{
y∗ t

}
=

1
s2 ,

L
{
y
}
+L

{
y
}
.L

{
t
}
=

1
s2 ,

L
{
y
}
+

1
s2 L

{
y
}
=

1
s2 ,

L
{
y
}
=

1
s2+1

,

نتیجه در

y =L −1
{

1
s2+1

}
= sin t.
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معروف ولترا معادله نام به که f (t) = e−t − 2
∫ t

0
cos(t− z) f (z)dz انتͽرالͬ معادله مثال .٨.٧.٣

کنید. حل را است

مͬ�گیریم: لاپلاس شده داده رابطه طرفین از حل:

L
{
f (t)

}
= L

{
e−t

}
−2L

{∫ t

0
cos(t− z) f (z)dz

}
=

1
1+ s

−2L
{
cos t ∗ f (t)

}
=

1
1+ s

−2L
{
cos t

}
.L

{
f (t)

}
=

1
1+ s

−2
s

s2+1
L

{
f
}
.

بنابراین کنیم. حل L
{
f (t)

}
برای را تساوی این است کافͬ

L
{
f (t)

}
=

s2+1
(s+1)2

=
1

s+1
− 2

(s+1)2 +
2

(s+1)3

= L
{
e−t

}
−2L

{
te−t

}
+L

{
t2e−t

}
.

داریم: بنابراین،

f (t) = e−t −2te−t + t2e−t = (1− t)2e−t.

آورید: دست به را شده داده عبارات از ͷی هر تمرینات .٩.٧.٣

1) (sin t)∗ (cos t),
2) t ∗ exp(at),
3) sinh t ∗ exp(at),

4) t ∗ sin t,
5) 1∗1∗ et,
6) sinat ∗ cosbt.

دهید: نشان کرده، محاسبه را آنها لاپلاس ،g(t) = tn و f (t) = tn کانولوشن محاسبه با (٧∫ 1

0
un(1−u)ndu =

m!n!
(m+n+1)!

.

آورید: دست به را شده داده توابع از ͷی هر لاپلاس

8)
∫ t

0
et−z sinzdz, 9)

∫ t

0
cos(t− z)e2zdz,

10)
∫ t

0
(t− z)2 coshzdz, 11)

∫ t

0
(t− z)n f (z)dz,

12)
∫ t

0
ez(t−z)z2dz, 13)

∫ t

0
ezδ(z−2)dz,

14) t
∫ t

0
coszdz, 15)

∫ t

0
e−zδ(z−1)dz,
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.ua(t) =
∫ t

0
δ(z−a)dz داریم ،a مثبت عدد هر ازای به که دهید نشان (١۶

.δ∗ f = f کنید ثابت (١٧

لاپلاس معͺوس عملͽر ٨.٣ بخش

مͬ�نویسیم: L
{
f (t)

}
= F(s) که صورتͬ در تعریف .١.٨.٣

f (t) =L −1
{
F(s)

}
.

لاپلاسمͬ�نامیم. معͺوس عملͽر را L −1

زیر خاصیت با تابعͬ n(t) که f (t) = g(t)+ n(t) آنͽاه ،L
{
f (t)

}
=L

{
g(t)

}
اگر قضیه .٢.٨.٣

است:

∀t > 0 :
∫ t

0
n(t)dt = 0.

مͬ�نامند. پوچ تابع را n(t) تابع

هر ازای به آنͽاه L
{
f (t)

}
=L

{
g(t)

}
و باشند [0,∞) بر پیوسته توابع f (t),g(t) اگر نتیجه .٣.٨.٣

است. ͷی به ͷی پیوسته، توابع مجموعه بر L −1 دیͽر، بیان به . f (t) = g(t) ای t ≥ 0

عقب به باید واقع، در مͬ�گردد. نتیجه L با ارتباط در نظیر اطلاعات از L −1 خصوص در اطلاعات
نمود. ترجمه L −1 به را اطلاعات و برگشت

داریم: شده، گفته پیش از مطالب به توجه با قضیه .۴.٨.٣

1) L −1
{

1
s

}
= 1, 2) L −1

{
1
s2

}
= t,

3) L −1
{

1
sn

}
=

tn−1

(n−1)!
, 4) L −1

{
1

s2+a2

}
=

1
a

sinat,

5) L −1
{

s
s2+a2

}
= cosat, 6) L −1

{
1

s−a

}
= eat,

7) L −1
{

1
(s−a)n

}
=

tn−1ea

(n−1)!
, 8) L −1

{
1
s

F(s)
}
=

∫ t

0
f (z)dz,

9) L −1
{∫ t

0
F(u)du

}
=

1
t

f (t), 10) L −1
{
F(s)

}
=

1
a
L −1

{
f
( t
a

)}
, (٢۵.٣ )

11) L −1
{

1
s

e−at
}
= ua(t), 12) L −1

{
1
}
= δ(t),

13) L −1
{
e−as

}
= δ(t−a), 14) L −1

{
F(s)G(s)

}
= f (t)∗g(t),

15) L −1
{
e−asF(s)

}
= ua(t) f (t−a), 16) L −1

{
F(s−a)

}
= eat f (t),

17) L −1
{
δ(t−a) f (t)

}
= e−as f (a).
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است. مثبت عددی G(s) =
{
g(t)

}
و F(s) =L

{
f (t)

}
اینجا در که

بیابید. را F(s) =
s−2

s2− s−6
معͺوس لاپلاس مثال .۵.٨.٣

مͬ�کنیم: استفاده کسر ͷیͺتف روش از حل:

L −1
{
F(s)

}
= L −1

{
s−2

(s+2)(s−3)

}
= L −1

{
4/5
s+2

+
1/5
s−3

}
=

4
5
L −1

{
1

s+2

}
+

1
5
L −1

{
1

s−3

}
=

4
5

e−2t +
1
5

e3t.

بیابید. را F(s) =
1

s3+ s
معͺوس لاپلاس مثال .۶.٨.٣

مͬ�کنیم: استفاده کسر ͷیͺتف روش از حل:

L −1
{
F(s)

}
=

{
1

s(s2+1)

}
= L −1

{
−s

s2+1
+

1
s

}
= −L −1

{
s

s2+1

}
+L −1

{
1
s

}
= −cos t+1.

بیابید. را F(s) =
2s+1

s2+2s+4
معͺوس لاپلاس مثال .٧.٨.٣

مͬ�کنیم: استفاده انتقال قضیه و (٢۵.٣ ) از (١۶) قسمت از حل:

L −1
{

2s+1
s2+2s+4

}
= L −1

{
2s+1

(s+1)2+3

}
= L −1

{
2(s+1)−1
(s+1)2+3

}
= 2L −1

{
s+1

(s+1)2+ (
√

3)2

}
−L −1

{
1

(s+1)2+ (
√

3)2

}
(16)
= 2e−tL −1

{
s

s+ (
√

3)2

}
− e−tL −1

{
1

s2+ (
√

3)2

}
= 2e−t cos

√
3t− e−t 1

√
3

sin
√

3t.
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بیابید. را F(s) =
1

s(s2+1)
معͺوس لاپلاس مثال .٨.٨.٣

داریم: (٢۵.٣ ) از (٨) قسمت از استفاده با حل:

L −1
{

1
s(s2+1)

}
=

∫ t

0
L −1

{
1

s2+1

}
dt

=

∫ t

0
sin tdt

= −cos t
∣∣∣∣t
0

= 1− cos t.

بیابید. را F(s) = ln
( s−a

s−b

)
معͺوس لاپلاس مثال .٩.٨.٣

مͬ�کنیم: استفاده (٢۵.٣ ) قضیه از (٩) قسمت از حل:

F′(s) =
d
ds

ln
( s−a

s−b

)
=

1
s−a

− 1
s−b

,∫ ∞

s

{
1

s−a
− 1

s−b

}
= lim

B→∞

∫ B

s

{
1

s−a
− 1

s−b

}
= lim

B→∞

[
ln(s−a)− ln(s−b)

]B

s

= lim
B→∞

ln
(B−a

B−b

)
− ln

( s−a
s−b

)
= 0− ln

( s−a
s−b

)
= − ln

( s−a
s−b

)
= −F(s).

داریم: نتیجه، در

L −1
{
ln

( s−a
s−b

)}
= −L −1

{∫ ∞

s

(
1

s−a
− 1

s−b

)
ds

}
=
−1
t

L −1
{

1
s−a

− 1
s−b

}
=
−1
t

(eat − ebt)

=
ebt − eat

t
.

بیابید. را F(s) =
1

s2(s−1)
معͺوس لاپلاس مثال .١٠.٨.٣
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مͬ�کنیم: استفاده (٢۵.٣ ) از (١۴) قسمت از حل:

L −1
{

1
s2(s−1)

}
= L −1

{
1
s2 .

1
s−1

}
= L −1

{
1
s2

}
∗L −1

{
1

s−1

}
= t ∗ et

=

∫ t

0
(t− z)ezdz

=
[
(t− z+1)ez

]t

0

= et − t−1

بیابید. را F(s) = s
(s2+4)2 معͺوس لاپلاس مثال .١١.٨.٣

داریم: (٢۵.٣ ) از (١۴) قسمت از استفاده با حل:

L −1
{

s
(s2+4)2

}
= L −1

{
s

s2+4
.

1
s2+4

}
= L −1

{ s
s2+4

}
∗L −1

{
1

s2+4

}
= cos2t ∗ 1

2
sin2t

=
1
2

(cos2t ∗ sin2t)

=
1
2

∫ t

0
cos2zsin(2t−2z)dz

=
1
4

∫ t

0
[sin2t− sin(4z−2t)]dz

=
1
4

[
t sin2t+

1
4

cos(4z−2t)
]t

0

=
t
4

sin2t.

بیابید. را F(s) = e−s/s(s(s−1)) معͺوس لاپلاس مثال .١٢.٨.٣

مͬ�کنیم: استفاده (٢۵.٣ ) از (١٠) قسمت از حل:

L −1
{
F(s)

}
= L −1

{
e−s 1

s(s−1)

}
= L −1

{
e−s.

(
1

s−1
− 1

s

)}
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= L −1
{

e−s 1
s−1

}
−L −1

{
e−s 1

s

}
= u0(t−1).L −1

{
1

s−1

}∣∣∣∣
t=t−1
−u0(t−1)

= u0(t−1).et
∣∣∣∣
t=t−1
−u0(t−1)

= u0(t−1).(et−1−1).

کنید: حل را زیر مساله مثال .١٣.٨.٣

y′− y =
{

1 0 ≤ t < 1 اگر
−1 1 ≤ t اگر y(0) = 0.

حسب بر را معادله راست سمت است لازم کار این برای مͬ�گیریم. لاپلاس معادله طرفین از ابتدا حل:
بنویسیم: واحد پله�ای تابع

L
{
y′
}
−L

{
y
}
=L

{
1−2u0(t−1)

}
,

sL
{
y
}
− y(0)−L

{
y
}
=L

{
1
}
−2L

{
u0(t−1)

}
,

(s−1)L
{
y
}
=

1
s
−2e−s.

1
s
,

L
{
y
}
=

1
s(s−1)

−2e−s 1
s(s−1)

.

مͬ�کنیم: استفاده معͺوس لاپلاس از حال

y = L −1
{

1
s(s−1)

}
−2L −1

{
e−s 1

s(s−1)

}
= L −1

{
1

s−1
− 1

s

}
−2L −1

{
e−s

(
1

s−1
− 1

s

)}
= L −1

{
1

s−1

}
−L −1

{
1
s

}
−2L −1

{
e−s

s−1

}
+2L −1

{
e−s

s

}
= et −1−2u0(t−1)L −1

{
1

s−1

}∣∣∣∣
t=t−1
+2u0(t−1)

= et −1−2u0(t−1)et
∣∣∣∣
t=t−1
+2u0(t−1)

= et −1+2(1− et−1)u0(t−1)

=

{
et −1 0 ≤ t < 1 اگر
et(1− = e−1) 1 ≤ t اگر

کنید: حل را زیر مساله مثال .١۴.٨.٣

y′′− y′−6y =
{

t 0 ≤ t < 1 اگر
1 1 ≤ t اگر y(0) = y′(0) = 0.
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مͬ�کنیم: عمل قبل مثال همانند حل:

L
{
y′′

}
−L

{
y
}
−6L

{
y
}
=L

{
t− (t−1)u0(t−1)

}
,

s2L
{
y
}
− sy(0)− y′(0)− sL

{
y
}
+ y(0)−6L

{
y
}
=

1
s2 − e−sL

{
t
}
,

(s2− s−6)L
{
y
}
=

1
s2 − e−s.

1
s2 ,

L
{
y
}
=

1
s2(s−3)(s+2)

(1− e−s)

=

(
1
36
.
1
s
− 1

6
.

1
s2 +

1
45
.

1
s−3

− 1
20
.

1
s+2

)
(1− e−s),

y = L −1
{

1
36
.
1
s
− 1

6
.

1
s2 +

1
45
.

1
s−3

− 1
20
.

1
s+2

}
−u0(t−1)L −1

{
1
36
.
1
s
− 1

6
.

1
s2 +

1
45
.

1
s−3

− 1
20
.

1
s+2

}
t=t−1

=

(
1
36
− t

6
+

1
45

e3t − 1
20

e−2t
)
−u0(t−1)

(
1
36
− t

6
+

1
45

e3t − 1
20

e−2t
) ∣∣∣∣

t=t−1

=
1
36
− t

6
+

e3t

45
− e−2t

20
−u0(t−1)

(
1
36
− t−1

6
+

e3(t−1)

45
− e−2(t−1)

20

)
.

بیابید. را F(s) =
1

(s+1)(1− e−s)
تابع معͺوس لاپلاس مثال .١۵.٨.٣

مͬ�کنیم: استفاده هندسͬ تصاعد از حل:

L −1
{
F(s)

}
= L −1

{
1

(s+1)
.

1
(1− e−s)

}
= L −1

{
1

s+1
.(1+ e−s+ e−2s+ e−3s+ · · · )

}
= L −1

{
1

s+1

}
+L −1

{
e−s

s+1

}
+L −1

{
e−2s

s+1

}
+ · · ·

= L −1
{

1
s+1

}
+u0(t−1)L −1

{
1

s+1

}
t=t−1
+

+u0(t−2)L −1
{

1
s+1

}
t=t−2
+ · · ·

= e−t +u0(t−1)e−t
∣∣∣∣
t=t−1
+u0(t−2)e−t

∣∣∣∣
t=t−1
+ · · ·

= e−t +u0(t−1)e−(t−1)+u0(t−2)e−(t−2)+ · · ·
= e−t(1+u0(t−1)e+u0(t−2)e2+u0(t−3)e3+ · · · ).
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با است برابر بالا تساوی صورت، این در .n ≤ t < n+1 کنیم فرض حال

L −1
{
F(s)

}
= e−t(1+1e+1e2+1e3+ · · ·+1en+0en+1+ · · · )

= e−t en+1

e−1

=
−e−t

e−1
+

e1−t

e−1
e[t].

تابع که شود توجه

h(t) =
e1−t

e−1
e[t] =

e
e−1

e[t]−t,

است. T = 1 تناوب با متناوب

(در است، t برابر 0 ≤< 1 بازه در که است T = 1 تناوب با تابع f (t) که صورتͬ در مثال .١۶.٨.٣
کنید: حل را زیر مساله ( f (t) = t− [t] واقع

y′+5y = f (t), y(0) = 0.

مͬ�آوریم: دست به را متناوب تابع لاپلاس ابتدا حل:

L
{
y′
}
+5L

{
y
}
=L

{
f (t)

}
,

sL
{
y
}
− y(0)+5L

{
y
}
=

1
1− e−s

∫ 1

0
f (t)e−stdt,

(s+5)L
{
y
}
=

1
1− e−s

∫ t

0
te−stdt,

L
{
y
}
=

1
(s+5)(1− e−s)

[
− st+1

s2 e−st
]1

0

=
1− (s+1)e−s

s2(s+5)(1− e−s)

=
1

s2(s+5)
.

1
1− e−s −

s+1
s2(s+5)

.
e−s

1− e−s

=
1

s2(s+5)
(1+ e−s+ e−2s+ · · · )− s+1

s2(s+5)
(e−s+ e−2s+ e−3s+ · · · )

+
1
25

(
4

s+5
− 4

s
− 5

s2

)
(e−s+ e−2s+ e−3s+ · · · )

=
1
25

(
1

s+5
− 1

s
+

5
s2

)
+

1
5

(
1

s+5
− 1

s

)
(e−s+ e−2s+ e−3s+ · · · )

=
1
25

(
1

s+5
− 1

s
+

1
s2

)
+

e−s

5(s+5)
+

e−2s

5(s+5)
+ · · · − e−s

5s
− e−2s

5s
− · · ·
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مͬ�گیریم: معͺوس لاپلاس اکنون

y(t) = L −1
{

1
25

(
1

s+5
− 1

s
+

5
s2

)}
+

1
5
L −1

{
e−s

s+5

}
+

1
5
L −1

{
e−2s

s+5

}
+

· · · − 1
5
L −1

{
e−s

s

}
− 1

5
L −1

{
e−2s

s

}
− · · ·

=
1
25

e−5t − 1
25
+

1
5

t+
1
5
L −1

{
1

s+5

}∣∣∣∣
t=t−1

.u1(t)+
1
5
L −1

{
1

s+5

}∣∣∣∣
t=t−2

.u2(t)+

· · · − 1
5

u0(t−1)− 1
5

u0(t−2)− · · ·

=
1
25

(e−5t −1+5t)+
1
5

e−5(t−1).u1(t)+
1
5

e−5(t−2).u2(t)+

· · ·+ 1
5

u0(t−1)− 1
5

u0(t−2)− · · ·

=
1
25

(e−5t −1+5t)+
1
5

u0(t−1)(e5(1−t)−1)+
1
5

u0(t−2)(e5(t−2)−1)+ · · ·

آنͽاه n ≤ t < n+1 اگر پس

=
1
25

(e−5t −1+5t)+
1
5

(e5(1−t)−1)+
1
5

(e5(1−t)−1)+ · · ·+ 1
5

(e5(n−t)−1)

=
1
25

(e−5t −1+5t)+
e−5t

5
(e5+ e10+ e15+ · · ·+ e5n)− n

5

=
1
25

(e−5t −1+5t)+
e−5t

5
,e5 e5n−1

e5−1
− n

5

=
1
25

(e−5t −1+5t)+
e5(1−t)

5
.
e[t]−1
e5−1

− [t]
5

کنید: حل را زیر مساله مثال .١٧.٨.٣

y′′−2y′+ y = 3δ(t−2), y(0) = y′(0) = 0.

داریم: بالا، مثالهای به توجه با حل:

L
{
y′′

}
−2L

{
y′
}
+L

{
y
}
= 3L

{
δ(t−2)

}
,

s2L
{
y
}
− sy(0)− y′(0)−2sL

{
y
}
+2y(0)+L

{
y
}
= 3e−2s,

(s2−2s+1)L
{
y
}
= 3e−2s,

L
{
y
}
=

3e−2s

(s−1)2 .
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بنابراین:

y = L −1
{

3e−2s

(s−1)2

}
= 3u0(t−2)L −1

{
1

(s−1)2

}∣∣∣∣
t=t−2

= 3u0(t−2)
[
etL −1

{
1
s2

}]
t=t−2

= 3u0(t−2)
[
ett

]
t=t−2

= 3u0(t−2).(t−2).et−2.

کنید: حل را زیر مساله مثال .١٨.٨.٣

y′′+ω2y =Cδ(t−T ), y(0) = y0, y′(0) = y0.

مͬ�کنیم: عمل قبل مثال همانند حل:

s2L
{
y
}
− sy(0)− y′(0)+ω2L

{
y
}
=CL

{
δ(t−T )

}
(s2+ω2)L

{
y
}
= −Ce−sT + v0+ y0s

y = L −1
{

ce−sT + v0+ y0s
s2+ω2

}
= CL −1

{
e−sT

s2+ω2

}
+ v0L

−1
{

1
s2+ω2

}
+ y0L

−1
{ s

s2ω2

}
= Cu0(t−T )L −1

{
1

s2+ω2

}∣∣∣∣
t=t−T

+ v0
1
ω

sinωt+ y0 cosωt

= Cu0(t−T ).
1
ω

sin(ω(t−T ))+
v0

ω
sinωt+ y0 cosωt

کنید: حل را زیر مساله مثال .١٩.٨.٣

y′′+ y = δ(t−π)cos t, y(0) = 1, y′(0) = 0.

داریم: کلͬ، روش به توجه با حل:

s2L
{
y
}
− sy(0)− y′(0)+L

{
y
}
=L

{
δ(t−π)cos t

}
,

(s2+1)L
{
y
}
− s = e−πs cosπ,

L
{
y
}
=

1
s2+1

(
s− e−πs

)
,
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بنابراین

y = L −1
{

1
s2+1

}
−L −1

{
e−πs

s2+1

}
= sin t−L −1

{
1

s2+1

}∣∣∣∣
t=t−π

.u0(t−π)

= sin t− sin t
∣∣∣∣
t=t−π

.u0(t−π)

= sin t+ sin t.u0(t−π)

=

{
sin t 0 ≤ t < π اگر
2sin t π ≤ t اگر .

کنید. حل را y(t) = tet +

∫ t

0
ty(t− z)dz انتͽرالͬ معادله مثال .٢٠.٨.٣

مساله: این در حل:

L
{
y
}
= L

{
tet

}
+L

{∫ t

0
ty(t− z)dz

}
= (−1)L

{
et
}′
+L

{
t ∗ y(t)

}
= −

{
1

s−1

}′
+L

{
t
}
L

{
y
}

=
1

(s−1)2 +
1
s2 L

{
y
}
,

نتیجه در

L
{
y
}
=

s2

(s+1)(s−1)3 ,

بنابراین

y = L −1
{
−1/8
s+1

+
1/8
s−1

+
3/4

(s−1)2 +
1/2

(s−1)3

}
= −e−t

8
+

et

8
(1+6t+2t2).

کنید: حل را زیر مساله مثال .٢١.٨.٣

y′′+4y = sin t+uπ(t) sin(t−π), y(0) = y′(0) = 0.

)حل:
s2L

{
y
}
− sy(0)− y′(0)

)
+4L

{
y
}
=L

{
sin t

}
+L

{
uπ(t) sin(t−π)

}
,

(s2+4)L
{
y
}
=

1
s2+1

+ e−πsL
{
sin t

}
,

L
{
y
}
=

1
(s2+4)(s2+1)

(1+ e−πs) =
{

1/3
s2+1

− 1/3
s2+4

}
(1+ e−πs),
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y = L −1
{

1/3
s2+1

− 1/3
s2+4

}
+L −1

{
e−πs

(
1/3

s2+1
− 1/3

s2+4

)}
=

1
3

sin t− 1
6

sin2t+L −1
{

1/3
s2+1

− 1/3
s2+4

}∣∣∣∣
t=t−π

.u0(t−π)

=
1
6

(1−uπ(t))(2sin t− sin2t).

کنید: حل را زیر مساله مثال .٢٢.٨.٣

y′′+ y = a
∞∑

n=1

(−1)nδ(t−nπ), y(0) = y′(0) = 0.

مساله: دراین حل:

s2L
{
y
}
− sy(0)− y′(0)+L

{
y
}
= a

∞∑
n=1

(−1)nL
{
δ(t−nπ)

}
,

(s2+1)L
{
y
}
= a

∞∑
n=1

(−1)ne−nπs,

y = L −1

 a
s2+1

∞∑
n=1

(−1)ne−nπs


= a

∞∑
n=1

(−1)nL −1
{

e−nπs

s2+1

}

= a
∞∑

n=1

(−1)nL −1
{

1
s2+1

}∣∣∣∣
t=t−nπ

.unπ(t)

= a
∞∑

n=1

(−1)n sin t
∣∣∣∣
t=t−nπ

.unπ(t)

= a
∞∑

n=1

(−1)n sin(t−nπ).unπ(t)

= a
∞∑

n = 1sin tunπ(t)

= asin t
∞∑

n=1

unπ(t)

= asin t[
t

2π
].

کنید: حل را زیر مساله مثال .٢٣.٨.٣

ty′′+2y+ (2− t)y = 2et, y(1) = sinh1.
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مساله: این در حل:

L
{
ty′′

}
+L

{
y′
}
+L

{
2y

}
−L

{
ty
}
= 2L

{
et
}

− d
ds

L
{
y′′

}
+2sL

{
y
}
−2y(0)+2L

{
y
}
+

d
ds

L
{
y
}
= 2

1
s−1

− d
ds

(
s2L

{
y
}
− sy(0)− y′(0)

)
+2sL

{
y
}
+2L

{
y
}
+

d
ds

L
{
y
}
=

2
s−1

(1− s2)
d
ds

L
{
y
}
+2L

{
y
}
=

2
s−1

است: اول مرتبه خطͬ معادله ͷی که

h = exp
(∫

2
1− s2 ds

)
= exp

(
ln

1+ s
1− s

)
=

1+ s
1− s

L
{
y
}
=

1− s
1+ s

(∫
1+ s
1− s

.
2

(s−1)(1− s2)
ds+ c

)
=

1− s
1+ s

(
2
∫

ds
(s−1)3 + c

)
=

1− s
1+ s

(
c− 1

(s−1)2

)
= c

1− s
1+ s

+
1

s2−1

=
2c

s+1
− c+

1
s2−1

y = 2cL −1
{

1
s+1

}
− cL −1

{
1
}
+L −1

{
1

s2−1

}
= 2ce−t − cδ(t)+ sinh t

.y(t) = sinh t پس .c = 0 لذا و sinh1 = 2ce−1−0+sinh1 نتیجه در ،y(1) = sinh1 فرض مطابق اما
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بیابید: را شده داده توابع از ͷی هر معͺوس لاپلاس تمرینات .٢۴.٨.٣

1)
2

s+4
, 2)

3
s2 , 3)

3s
s2+2

,

4)
5

s2+5
, 5)

1
s2+4

− 1
3s2 , 6)

s
s2−2

− 2
s−4

,

7)
1

s−1
− 3

s+2
− 4

s3 , 8)
2

s2−2
− 3s

s2+1
, 9)

2
s4+2s2 ,

10)
2

s4−1
, 11)

s−2
(s+2)(s+1)(s−1)

, 12)
s−1

(s+2)(s−2)
,

13)
4s−2

4s2+4s+9
, 14)

1
(s2+4)(s2+9)

, 15)
3s+4

(s+1)(s+2)2 ,

16)
2s3−2s2−2s+1

s2(s−1)
, 17)

1+ s+3s3−3s4

(s+1)(2s4+ s2)
, 18)

6s5−2s4−2s2− s+1
(s−1)(2s5− s3)

,

19)
1

(s+a)(1− e−ks , 20)
1

(s2+1)(1− e−πs .

کنید: حل را شده داده مسائل از ͷی هر

21) y′+2y =
{

2 0 ≤ t < 3
3 ≤ t , y(0) = 0,

22) y′+ y =


1 0 ≤ t ≤ 2
t 2 < t < 4
0 4 < t

y(0) = 0,

23) y′−5y =
{

t 0 ≤ t < 1
t3−1 1 ≤ t y(0) = 1,

24) y′′−3y′+2y =
{

1 0 ≤ t < 1
−1 2 ≤ t , y(0) = 0,

25) y′′−5y′+4y =
{

0 0 ≤ t < 2
2 3 ≤ t , y(0) = 0,y′(0) = 0,

26) y′′−2y′−3y =


1 0 ≤ t ≤ 2
0 2 ≤ t < 3
1 3 ≤ t

, y(0) = 1, y′(0) = −1,

27) y′′+2y′+ y =
{

1− t 0 ≤ t < 1
1 1 ≤ t , y(0) = 1, y′(0) = 0,

28) y′′− y = tu0(t−1)− t, y(0) = y′(0) = 0,
29) y′′− y′ = e−t + etu0(t−3), y(0) = −1, y′(0) = 1,

30) y′′+ y =
{

0 0 ≤ t < 1
t 1 ≤ t y(0) = 1, y′(0) = 0,

31) y′′+2y′ = 4−3u0(t−1), y(0) = 0, y′(0) = 2,

32) y′′+2y′+ y =
{

t 0 ≤ t < 1
0 1 ≤ t , T = 2, y(0) = y′(0) = 0.
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L
{
f (t)

}
= آنͽاه باشد، T = 2 تناوب با تابعͬ f (t) =

{
1 0 ≤ t < 1
−1 1 ≤ t < 2 اگر که دهید نشان (٣٣

.1
s

tanh
( s
2

)
کنید حل را شده داده مسائل از ͷی هر L

{∣∣∣∣sin t
∣∣∣∣} = 1

s2+1
coth

(πs
2

)
دهید: نشان (٣۴

35) y′−2y = δ(t−3), y(0) = 0,
36) y′+3y = δ(t−1), y(0) = 0,
37) y′−3y = δ(t−2), y(0) = −1,
38) y′′−5y′+4y = δ(t−1), y(0) = y′(0) = 0,
39) y′′+3y′−4y = δ(t−2), y(0) = 0, y′(0) = 0,
40) y′′+ y′−2y = 4δ(t−1), y(0) = y′(0) = 1,
41) y′′−4y = tδ(t−2), y(0) = 0, y′(0) = 1,
42) y′′+ y = δ(t−2π) sin t, y(0) = 0, y′(0) = 1,

43) y(t)+2
∫ t

0
y(t− z)coszdz = 1,

44) y(t)+
∫ t

0
y(z)dz = t,

45)
∫ t

0
y(z) sin(t− z)dz = t3,

46)
∫ t

0
et−zy(z)dz = t,

47) y(t) = sin t+
∫ t

0
et−zy(z)dz,

48) y(t) = t2−2
∫ t

0
y(t− z) sinh2zdz,

49) y′′−3y′+2y = cose−t, y(0) = y′(0) = 0,

50) f (t) = t+2
∫ t

0

{
(t− z)− sin(t− z)

}
f (t)dz,

51) y(t) = sinh t−
∫ t

0
cosh(t− z)y(z)dz,

52) y(t) = 1−2t−4t2+

∫ t

0

{
3+6(t− z)−4(t− z)2

}
y(z)dz,

53) y′′+ y =
1

4+ tan2 t
, y(0) = y′(0) = 0,

54) y′′′+ y′ =
1

(2+ sin t)
, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0,

55) y′′+2y′+ y =
e−t

1+ t
, y(0) = 1, y′(0) = 0.
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بیابید: را شده داده توابع لاپلاس

56)
1
s

arctan
(1

s

)
, 57) ln

(
1+

a2

s2

)
, 58)

1
a

exp
(
− b

a
t
)

f
( t
a

)
.

لژاندر و بسل گاما، تابع ٩.٣ بخش

و موضوع این اما باشد! عجیب 1
2

! از گفتن سخن نیست، آشنا عالͬ ریاضیات با که کسͬ دید از شاید
است. ممͺن دیͽر بسیاری

ناسره: انتͽرال صورت به را Γ(k) نماد با ،k گامای تابع تعریف .١.٩.٣

Γ(k) :=
∫ ∞

0
xk−1e−xdx, (٢۶.٣ )

باشد. منفͬ صحیح یا و صفر k که وقتͬ مͽر است موجود همواره انتͽرال این مͬ�کنیم. تعریف

Γ(x) گاما تابع نمودار

آنͽاه ،k ∈ R−
{
0,−1,−2, · · · ,−n, · · ·

}
اگر قضیه .٢.٩.٣

1) Γ(1) = 1, 2) Γ(k) =
1
k
Γ(k+1),

3) ∀k ∈ Z : Γ(k+1) = k!, 4) Γ
(−1

2

)
= −2

√
π.

.L
{
t−1/2

}
=

√
π
s دهید نشان مثال .٣.٩.٣
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داریم: تعریف، ͷکم به حل:

L
{
t−1/2

}
=

∫ ∞

0
t−1/2e−stdt

=

∫ ∞

0
t1/2−1e−stdt.

مͬ�کنیم: استفاده u = st متغیر تغییر از اکنون

L
{
t−1/2

}
=

∫ ∞

0

(u
s

)1/2−1
e−u du

s

=
1
√

s

∫ ∞

0
u1/2−1e−udu

=
1
√

s
Γ
(1
2

)
.

آورید. دست به را n ∈ N که tn−1/2 لاپلاس مثال .۴.٩.٣

صورت این در ،Fn(s) :=L
{
tn−1/2

}
کنیم فرض حل:

Fn(s) = L
{
t.tn−1−1/2

}
= − d

ds
L

{
tn−1−1/2

}
= − d

ds
Fn−1(s)

= (−1)2 d2

ds2 Fn−2(s)
= · · ·
= (−1)n dn

dsn F0(s)

= (−1)n √π dn

dsn s−1/2

= (−1)n √π
(−1

2

)(−3
2

)
· · ·

(
− 1

2
−n+1

)
s−1/2−n

=
1×3×5×7× · · ·× (2n−1)

2n

√
πs−(n+1/2)

=
(2n)!
22n.n!

√
πs−(n+1/2).

آورید. دست به را tn−1/2eat لاپلاس مثال .۵.٩.٣

حل:

L
{
tn−1/2eat

}
= L

{
tn−1/2

}∣∣∣∣
s−a

=
(2n)!
22n.n!

√
π(s−a)−(n+1/2).
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تعریف زیر صورت به را ام p مرتبه از بسل تابع باشد، دلخواه صحیح عددی p اگر تعریف .۶.٩.٣
مͬ�کنیم:

Jp(t) :=
∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(p+ k+1)

( t
2

)2k+p
. (٢٧.٣ )

داریم: بالا نمادهای با قضیه .٧.٩.٣

1) L
{
J0(t)

}
=

1
√

1+ s2
, 2) Jn+1(t) =

2n
t

Jn(t)− Jn−1(t),

3) L
{
Jn(t)

}
=

(
√

1+ s2− s)n
√

1+ s2
, 4) Jn(t) =

1
2

(Jn−1(t)− Jn+1(t)),

5) L
{
tn/2Jn(2

√
t)
}
=

e−1/s

sn+1 .

زیر صورت به را لژاندر جمله�ای چند امین n باشد، نامنفͬ و صحیح عددی n اگر تعریف .٨.٩.٣
مͬ�کنیم: تعریف

Pn(x) :=
1

2nn!
dn

dtn

{
(t2−1)n

}
. (٢٨.٣ )

داریم: بالا تعریف به توجه با نتیجه .٩.٩.٣

1) P0(t) = 1, 2) P1(t) = t,

3) P2(t) =
1
2

(3t2−1), 4) P2(t) =
1
2

(5t2−3t),

5) Pn(t) =
et

n!
d

dtn (tne−t), 6) L
{
Pn(t)

}
=

1
s

(
1− 1

s

)n
.
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۴ فصل

سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل

ممͺن مقدماتͬ توابع برحسب پارامتری یا و ضمنͬ صورتصریح، به دیفرانسیل معادله ͷجوابی چنانچه
این برای کلͬ روش دو نمͬ�آیند. کار به شده گفته پیش در روشهای y′′+ xy = 0 آیرس معادله نظیر نباشد،
تقریب با تقریبͬ طور به مساله جواب عددی، روش در سریها. روش و عددی روش دارد: وجود وضعیت
بحث این به پرداختن برای است. سریها روش یعنͬ دوم روش فصل، این موضوع مͬ�آید. دست به مناسب

١ مͬ�باشد. تبلور سریهای با آشنایͬ به نیاز

توان سری ١.۴ بخش

شͺل: به است عبارتͬ توان سری تعریف .١.١.۴

a0+a1(x− x0)+a2(x− x0)2+ · · ·+an(x− x0)n+ · · · ,
است: چنین بالا سری دقیق معنͬ مͬ�شوند. نامیده سری ضرایب و ثابتند اعداد · · · ,an, · · · ,a1,a0 که

lim
n→∞

{
a0+a1(x− x0)+a2(x− x0)2+ · · ·+an(x− x0)n

}
.

مͬ�دهند. نشان نیز
∞∑

t=0

ai(x− x0)i نماد با خلاصه صورت به را بالا توان سری

شود، استفاده x1 از x جای به آن در اگر که است x = x1 در همͽرا توان سری مͬ�گوییم صورتͬ که
باشد. موجود حاصل دنباله حد

تعریف: با R ∈ [0,+∞] عدد است. توان سری ͷی
∞∑

n=0

an(x− x0)n فرض قضیه .٢.١.۴

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣∣ , یا R = lim
n→∞

1 ≡ n
√
|sn+1|, (١.۴ )

علم دانشͽاه ریاضͬ دانشیار نجفͬ�خواه، مهدی تالیف: — ١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز آخرین — ١

میان در m_nadjafikhah@iust.ac.ir آدرس به نویسنده با را پیشنهادی یا و انتقاد هرگونه ایران. صنعت و
کنید: تهیه را آن نسخه آخرین لطفا تغییر. حال در احتمالا و است تهیه دست در کتاب این بͽذارید.

http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/ODE/Fa4.pdf
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صورت این در مͬ�نامیم. سری همͽرایͬ شعاع را

عددی سری که معنͬ این به است. مطلق همͽرای x = x1 ازای به سری آنͽاه ،|x1− x0| < R اگر الف)

است. همͽرا
∞∑

n=0

|an(x1− x0| < R

است. واگرا x = x0 ازای به سری آنͽاه ،|x1− x0| > R اگر ب)

دامنه را است همͽرا آن ازای به
∑∞

n=0 an(x− x0)n سری که هایͬ x همه مجموعه تعریف .٣.١.۴
داریم: ۴-٢-١ قضیه به بنا مͬ�دهند. نشان DC نماد با و مͬ�نامند سری همͽرایͬ

(−R,R) ⊆ DC ⊆ [−R,R]. (٢.۴ )

شود! R =∞ یا R = 0 است ممͺن که شود توجه

کنید. تعیین را
∑∞

n=1 xn/n سری همͽرایͬ دامنه مثال .۴.١.۴

داریم: ٢.١.۴ به توجه با حل:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 1/n
1/(n+1)

∣∣∣∣∣
= lim

n→∞
n+1

n
= 1

کنیم: تحلیل جداگانه را x = −1 و x = 1 نقاط باید ،(−1,1) ⊆ DC ⊆ [−1,1] بنابراین

x = 1 =⇒
∞∑

n=1

1
n

واگرا

x = −1 =⇒
∞∑

n=1

(−1)n

n
ln2 به همͽرا

.DC = [−1,1) بنابراین

کنید. تعیین را
∑∞

n=0 xn/n! توان سری همͽرایͬ دامنه مثال .۵.١.۴

داریم: ٢.١.۴ به توجه با حل:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ 1/n!
1/(n+1)!

∣∣∣∣∣
= lim

n→∞
(n+1)!

n!
= lim

n→∞
(n+1) =∞.

است. همͽرا مقادیر کلیه ازای به سری و DC = (−∞,+∞) = R بنابراین

کنید. تعیین را
∑∞

n=0
(−!)n

2n (x−1)n توان سری همͽرایͬ دامنه مثال .۶.١.۴
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داریم: ٢.١.۴ به توجه با حل:

R = lim
n→∞

1÷ n
√
|an|

= lim
n→∞

1÷ n

√∣∣∣∣∣ (−1)n

2n

∣∣∣∣∣ = 3.

مͬ�کنیم: بررسͬ جداگانه را x = 3, x = −1 نقاط (−1,3) ⊆ DC ⊆ [−1,3] بنابراین

x = −1 =⇒
∞∑

n=0

(−1)n

2n (−2)n =

∞∑
n=0

1 واگرا

x = 3 =⇒
∞∑

n=0

(−1)n

2n 2n =

∞∑
n=0

(−1)n واگرا

.DC = (−1,3) پس

صورت این در .x ∈ DC ازای به f (x) =
∑∞

n=0 an(x− x0)n کنیم فرض قضیه .٧.١.۴

an =
1
n!

f (n)(x0)

x0 در f تیلور سری است. پذیر مشتق بار بینهایت n = x0 در y = f (x) کنید فرض تعریف .٨.١.۴
صورت به را

∞∑
n=0

1
n!

f (n)(x0)(x− x0)

مͬ�نامم. لورن ͷم را سری ،x0 = 0 اگر مͬ�نامیم. x0 در f تیلور سری را
در y = f (x) تابع مͬ�گوییم باشد، برابر y = f (x) تابع خود با x0 از ͬͽهمسای ͷی در سری این اگر

است. تحلیلͬ x = x0 نقطه
است. تحلیلͬ مرکزش نقطه در توان سری ͷی مجموع حد ۴-١-۵ بنابه

مͬ�آیند: کار به ادامه در زیر لورن ͷم سریهای مثال .٩.١.۴

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
= 1+ x+

x2

2
+

x3

6
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · , DC = R,

sin x =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n−1)!
x2n+1 = x− x3

6
+

x5

5!
− · · · , DC = R,

cos x =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n = 1− x2

2
+

x4

24
− x6

6!
+ · · · , DC = R,

ln(1+ x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
xn = x− x2

2
+

x3

6
− x4

4
+ · · · , DC = (−1,1],

1
1− x

=

∞∑
n=0

xn = 1+ x+ x2+ x3+ · · · , DC = (−1,1).

(٣.۴ )
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مثلا: باشد. تحلیلͬ پذیر، مشتق بار بینهایت تابع هر که نیست طور این مثال .١٠.١.۴

f (x) =
{

exp(−1/x) x > 0 اگر
0 x ≤ 0 اگر

در f که حالͬ در است. صفر x = 0 در آن مشتقات تمام و بوده پذیر مشتق بار بینهایت x = 0 نقطه در
نیست. تحلیلͬ x = 0 در f پس نیست، صفر x = 0 حوالͬ

این در است. R همͽرایͬ شعاع با توان سری ͷی
∑∞

n=0 an(x− x0)n کنید فرض قضیه .١١.١.۴
صورت

1)
d
dx

∞∑
n=0

an(x− x0)n =

∞∑
n=0

an
d
dx

(x− x0)n =

∞∑
n=1

nan(x− x0)n−1,

2)
∫ b

a

 ∞∑
n=0

an(x− x0)n

dx =

∞∑
n=0

an

∫ b

a
(x− x0)ndx =

∞∑
n=0

an

n+1
(x− x0)n

∣∣∣∣b
a
.

است لازم علاوه به است. R سری همͽرایͬ شعاع مساوی یا بزرگتر حاصل سری دو هر همͽرایͬ شعاع
.[a,b] ⊆ DC که

به که است این
∞∑

n=0

an(x− x0)n =

∞∑
n=0

bn(x− x0)n اینͺه برای کافͬ و لازم شرط قضیه .١٢.١.۴

.an = bn ای n هر ازای

کنید. حل سریها روشهای به را y′ = y معادله مثال .١٣.١.۴

لذا: و y′ =
∞∑

n=0

nanxn−1 صورت این در است. معادله جواب ͷی y =
∞∑

n=0

anxn کنیم فرض حل:

∞∑
n=1

nanxn−1−
∞∑

n=0

anxn = 0,

(a1−a0)+ (2a2−a1)x+ (3a3−a2)x2+ · · · = 0.

باشند: صفر ضرایب کلیه باید بنابراین،

a1−a0 = 0, =⇒ a1 = a0,

2a2−a1 = 0, =⇒ a2 =
1
2

a1 =
1
2

a0,

3a3−a2 = 0, =⇒ a3 =
1
3

a2 =
1
6

a1 =
1
6

a0,

nan−an−1 = 0, =⇒ an =
1
n

an−1 =
1
n

1
n−1

· · · 1
2

a0 =
1
n!

a0,

داریم: مجموع در و

y =
∞∑

n=0

anxn =

∞∑
n=0

a0

n!
xn = a0

∞∑
n=0

xn

n!
= a0ex,

است. ͬͺی مͬ�گردد، نتیجه y′ = y پذیر ͷیͺتف معادله حل از که جوابͬ با جواب این .a0 = y(0) که
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کنید. حل سریها روشهای به را y′′+ y = 0 معادله مثال .١۴.١.۴

صورت این در است، مساله جواب y =
∑∞

n=0 anxn کنیم فرض حل:

y′ =
∞∑

n=1

nanxn−1, y′′ =
∞∑

n=1

n(n−1)anxn−2,

نتیجه: در و

∞∑
n=2

n(n−1)anxn−2+

∞∑
n=0

anxn = 0,

(2a2+a0)+ (6a3+a1)x+ (12a4+a2)x2+ · · ·
· · ·+ (n(n−1)an−an−2)xn−2+ · · · = 0.

باشند: صفر ضرایب همه باید پس

2a2+a0 = 0, =⇒ a2 =
−1
2

a0,

6a3+a1 = 0, =⇒ a3 =
−1
6

a1,

...

n(n−1)an+an−1 = 0, =⇒ an =
1

n(n−1)
an−1.

نتیجه: در

y =
(
a0+a2x2+a4x4+ · · · )+ (

a1x+a3x3+a5x5+ · · · )
= a0

(
1− 1

2
x2+

1
24

x4− · · ·
)
+a1

(
x− 1

6
x3+

1
120

x5− · · ·
)
.

از: عبارتست معادله این جواب پس

y = a0 cos t+a1 sin t.

کنید. حل سریها روش به را y′′+ xy′+ y = 0 معادله مثال .١۵.١.۴

صورت دراین است. معادله جواب ͷی y =
∑∞

n=0 anyn کنیم فرض حل:

( ∞∑
n=2

n(n−1)anxn−2
)
+ x

( ∞∑
n=1

nanxn−1
)
+

( ∞∑
n=0

anxn
)
= 0.

١٧٣ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین
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باشد. صفر x توانهای همه ضریب باید پس

2a2+a0 = 0, =⇒ a2 =
1
2

a0,

6a3+a1+a1 = 0, =⇒ a3 = −
1
3

a1,

12a4+2a2+a2 = 0, =⇒ a3 = −
1
3

a1,

...
...

(n+2)(n+1)an+2+ (n+1)an = 0, =⇒ an+1 =
1

n+2
an.

داریم: بنابراین،

y = a0+a2x2+a4x4+ · · ·+a1x+a3x3+a5x5+ · · ·

= a0

(
1− 1

2
x2+

1
8

x4− · · ·+ (
−1
2

)(
−1
4

) · · · (−1
2n

)2x2n+ · · ·
)

+a0

(
1− 1

3
x2+

1
15

x4− · · ·+ (−1
3

)(−1
5

) · · · (− 1
2k+1

x2k + · · ·
)

= a0

(
1− 1

3
x2+

1
15

x4− · · ·+ (
−1
3

)(
−1
5

) · · · ( −1
2k+1

)x2k + · · ·
)

= a0

∞∑
k=0

(−1)k

2×4× · · ·× (2k)
x2k +a1

∞∑
k=0

(−1)k

3×5× · · ·× (2k+1)
x2k+1.

کنید. حل (−1,1) بازه بر را (1− x2)y′′−6xy′−4y = 0 معادله مثال .١۶.١.۴

صورت دراین است. مساله جواب ͷی y =
∑∞ n = 0anxn کنیم فرض حل:

(1− x2)
∞∑

n=1

n(n−1)anxn−1−6x
∞∑

n=1

nanxn−1−4
∞∑

n=0

anxn = 0,

∞∑
n=0

(n+2)(n+1)an+2xn−
∞∑

n=2

n(n−1)anxn−6
∞∑

n=1

nanxn−4
∞∑

n=0

anxn = 0.

باشد: صفر x توانهای همه ضریب باید پس

2a2−4a0 = 0, =⇒ a2 = 2a0,

6a3−6a1−4a1 = 0, =⇒ a3 =
5
3

a1,

12a4−2a2−4a2 = 0, =⇒ a4 =
3
2

a2,

20a5−2a3−18a3 = 0, =⇒ a5 =
7
5

a3,

...
...

(n+2)(n+1)an+2−n(n−1)an−6nan−4an = 0, =⇒ an+2 =
n+4
n+2

an,
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a2k =
2k+2

2k
a2(k−1)

=
2k+2

2k
.

2k
2k−2

. · · · .6
4
.
4
2

a0

= (k+1)a0,

a2k+1 =
2k+3
2k+1

a2k−1

=
2k+3
2k+1

.
2k+1
2k−1

. · · · .7
5
.
5
3

a1

=
2k+3

3
a1.

مجموع: در پس

y =

∞∑
n=1

anxn

=

∞∑
k=0

a2k x2k +

∞∑
k=0

a2k+1x2k+1

= a0

∞∑
k=0

(k+1)x2k +a1

∞∑
k=0

2k+3
3

x2k+1

= a0

∞∑
k=0

k(x2)k +a0

∞∑
k=0

x2k +
2
3

xa1

∞∑
k=0

k(x2)k +a1x
∞∑

k=0

x2k

= a0

 ∞∑
k=0

θk

′ |θ=x2 +a0
1

1− x2 +
2
3

xa1

 ∞∑
k=0

θk

′
∣∣∣∣∣∣
θ=x2
+a1x

1
1− x2

= a0
2x

1− x2 +
a0

1− x
+

2
3

xa1
2x

1− x2 +a1
x

1− x2

=
1

1− x2

{
4
3

a1x2+ (3a0+a1)x+a0

}
.

کنید: حل را زیر مساله مثال .١٧.١.۴

y′′− (x+1)y′+ x2y = x, y(0) = y′(0) = 1.

.y0 = y1 = 1 فرضمساله به بنا .yn = f (n)(0) استکه جوابمساله y=
∑∞

n=0
1
n! ynxn فرضکنیم حل:

بعلاوه

y1 = y′′(0) = (0+1)y(0)− (0)2y(0)+ (0) = 1.

داشت: خواهیم بͽیریم، مشتق x به نسبت شده داده معادله طرفین از اگر

y′′′− (x+1)y′′+ (x2−1)y′+2xy = 1.
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نتیجه: در

y3 = y′′′(0) = ((0)+1)y2− ((0)2−1)y1−2(0)y0+1 = 3.

مشابه: طور به

y4 = y(4)(0) = {(x+1)y′′′+ (2− x2)y′′−4xy′−2y}x=0 = 3

.· · · و
داریم: مجموع در پس

y(x) = 1+ x+
x2

2
+

x3

3
+

x4

8
+ · · · .

کنید: حل را زیر مساله مثال .١٨.١.۴

(1− x2)y′′+ xy′− y = 0, y(0) = y′(0) = 1.

صورت این در است. مساله جواب y =
∑∞

n=0 anxn کنیم فرض حل:

(1− x2)(2a2+6a3x+12a4x2+ · · · )+ x(a1+2a2x+3a3x2+ · · · )
−(a0+a1x+a2x2+ · · · ) = 0,

(2a2−a0)+6a3x+ (12a4−a2)x2+ (20a5−4a3)x3+ · · ·
· · ·+ ((n+2)(n+1)an+2−n(n−1)an+nan−an)xn+ · · · = 0.

بنابراین:

2a2−a0, =⇒ a2 =
1
2

a0,

6a3 = 0, =⇒ a3 = 0,

12a4−a2 = 0,=⇒ a4 =
1
12

a2 =⇒ a2 =
1
24

a0,

...

(n+2)(n+1)an+1− (n−1)2an = 0, =⇒ an+2 =
n2−2n+1
n2+3n+2

an.

بعلاوه و صفرند فرد ضرایب همه اینͺه نتیجه

a2k =
a0

(2k−1)(2k)(2k−2) · · · (4)(2)

=
a0

(2k−1)2kk!
.

بنابراین: .a1 = 1 پس y′(0) = 1 طرفͬ از .a0 = 1 پس ،y(0) = 1 فرض مطابق اما

y = 1+
∞∑

k=1

x2k

(2k−1)2kk!
.
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سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل توان سری .١.۴

کنید: حل را زیر مساله مثال .١٩.١.۴

xy′′′+ y′ = y, y(1) = 1, y′(1) = 0, y′′(1) = 1.

حداکثر شعاع به ͬͽهمسای ͷی در تنها پس (y′′′ = (y−y′)/x) است R−{0} معادله این دامنه چون حل:
مساله برای جوابͬ y =

∑∞
n=0 an(x− 1)n کنیم فرض گشت. جواب دنبال مͬ�توان x = 1 نقطه از ͷی

صورت این در ،0 < x < 2 و است

x(6a3+24a4(x−1)+60a5(x−1)2+ · · ·+n(n−1)(n−2)an(x−1)n−3+ · · · )
+(a1+2a2(x−1)+3a3(x−1)2+ · · ·+nan(x−1)n−1+ · · · )

= a0+a1(x−1)+a2(x−1)2+ · · ·+an(x−1)n+ · · ·

بنابراین:

(6a3+a1−a0)+ (24a4+12a3+2a2)(x−1)+ (60a5+48a4+9a3)+a2)(x−1)2+ · · ·
+((n+3)(n+2)(n+1)an+3+ (n+2)(n+1)an+2

داریم: ضرایب همه دادن قرار صفر با پس

a3 =
1
6

(a0−a1)

a4 =
1
24

(−12a3−2a2)

a5 =
1
60

(−48a4−9a3−a2) · · ·

an+3 = − (n+2)(n+1)nan+2+ (n+1)an+1+an

(n+3)(n+2)(n+1)

فرمولهای در اینها دادن قرار با .a2 =
1
2

y′′(1) =
1
2
و a1 = y′(1) = 0 ،a0 = y(1) = 1 فرض مطابق اما

داریم: بالا

a3 =
1
6
,a4 = −

1
8
,a5 =

1
15
, · · ·

است: چنین مساله جواب نتیجه در

y = 1+
1
2

(x−1)2+
1
6

(x−1)3− 1
8

(x−1)4+
1
15

(x−1)4+ · · ·

کنید. حل را y′′+ sin xy′+ exy = 0 معادله مثال .٢٠.١.۴

مͬ�دهیم: بسط لورن سری حسب بر را آنها پس نیستند، جمله�ای چند معادله این ضرایب حل:

y′′+
(
x− x3

6
+

x5

125
− · · ·

)
y′+

(
1+ x+

x2

2
+

x3

6
+ · · ·

)
y = 0
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توان سری .١.۴ سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل

صورت این در است مساله جواب y =
∑∞

n=0 anxn کنیم فرض حال

(2a2+6a3x+12a4x2+20a5x3+ · · · )+
+(x− x3/6+ x5/125− · · · )× (a1+2a2x+3a3x2+ · · · )+
+(1+ x+ x2/2+ x3/6+ · · · )× (a0+a1x+a2x2+ · · · ) = 0

داریم: دیͽر بیان به

(2a2+a0)+ (6a3+2a1+a0)x+ (12a4+3a2+a1+a0/2)x2+ (20a5+4a3+a2+a1/3+a0/6)x3+ · · · = 0

داریم: مختلف توانهای ضریب دادن قرار صفر با

a2 = −a0

2
,a3 = −

1
6

(2a1+a0)

a4 = − 1
12

(2a0−a1),a5 =
1
20

a0+a1, · · ·

داریم: مجموع در پس

y = a0

(
1− 1

2
x2− 1

6
x3+

1
12

x4+
1
20

x5+ · · ·
)
+a1

(
x− 1

3
x3− 1

12
x4+

1
20

x5+ · · ·
)

هستند. دلخواه ضرایب a1 و a0 که

کنید: حل سریها روش به را زیر معادلات از ͷی هر تمرینات .٢١.١.۴

1) y′′+2y′ = 0, 2) (1+ x)y′′− y = 0,

3) y′′+2y′+ y = 0, 4) (1− x2)y′′−4xy′+6y = 0,

5) y′′+4y = 0, 6) (x2−1)y′′+2xy−2y = 0,
7) y′′−3y′+2y = 0, 8) x(x+1)y′′+ (x+1)y′− y = 0,

9) x2y′′−2xy′+2y = 0, 10) xy′′− (x+2)y′+2y = 0,

11) (1− x2)y′′− xy′+4y = 0, 12) (x2−1)y′′+4xy′+2y = 0,

13) x2y′′−2xy′+ (2− x2)y = 0, 14) (1− x2)y′′−2xy′+2y = 0.
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سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل فروبینیوس سری .٢.۴

کنید: حل سریها روش به را زیر مسائل از ͷی هر

15) y′′+ xy′− x2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −1,
16) x(3−2x)y′′−6(1− x)y′−6y = 0, y(1) = 1, y′(1) = 0,

17) (x2+1)y′′+6xy′+6y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1,

18) y′− xy+ x2 = 0, y(0) = 2,

19) x2y′′ = x+1, y(1) = 1, y′(1) = 0,

20) xy′′+ x2y′−2y = 0, y(1) = 0, y′(1) = −1,
21) y′′+3xy′+ exy = 2x, y(0) = 1, y′(0) = −1,

22) x2y′′−2xy′+ (ln x)y = 0, y(1) = 0, y′(1) = 1/2,
23) (1− x)y′′′−2xy′+3y = 0, y(0) = 1, y′(0) = −1,
24) y′′ ln x = (sin x).y, y(e) = 1/e, y′(e) = 0,
25) y′′′+ xsiny = 0, y(0) = π/2, y′(0) = 0, y′′(0) = 0,

26) y′′− (1+ x2)y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 2.

فروبینیوس سری ٢.۴ بخش

شود: توجه زیر مثال به نمͬ�انجامد. موفقیت به مواردی در شد، گفته قبل بخش در گونه�ای به سریها روش

کنید. حل سریها روش به را x2y′′− xy′−3y = 0 اولر معادله مثال .١.٢.۴

صورت این در است، مساله جواب y =
∑∞

n=0 anxn کنیم فرض حل:

x2
∞∑

n=2

n(n−1)anxn−2− x
∞∑

n=1

nanxn−1−3
∞∑

n=0

anxn = 0

با: برابرند ترتیب به xn, x3, x2, x,1 ضریب بنابراین

−3a0 = 0 =⇒ a0 = 0
−a0−3a1 = 0 =⇒ a1 = 0

2a2−2a2−3a2 = 0 =⇒ a2 = 0
6a3−3a3−3a3 = 0 =⇒ 0a3 = 0 =⇒ است دلخواه a3

n(−1)an−nan+3an = 0 =⇒ an = 0

عمومͬ جواب که مͬ�دانیم نیستند. معادله جوابهای تمام اینها اما است. دلخواه a3 که y = a3x3 بنابراین
از عبارتست اولر معادله این

S : y = Ax3+B
1
x
.

داریم انتظار که نقطه�ای حوالͬ در نظر مورد مساله جواب است ممͺن که مͬ�شود ناشͬ آنجا از مشͺل این
فروبینیوس سری نام به تابعͬ سریهای از دیͽری نوع از مشͺل این حل برای نباشد! تحلیلͬ شود، حل

مͬ�کنیم. استفاده
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فروبینیوس سری .٢.۴ سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل

دیفرانسیل: معادله عادی نقطه ͷی صورتͬ در را x = x0 نقطه تعریف .٢.٢.۴

y(n)+an−1(x)y(n−1)+ · · ·+a1(x)y′+a0(x)y = f (x),

این غیر در باشند. تحلیلͬ x = x0 نقطه در f (x),a0(x),a1(x), · · · ,an−2(x),an−1(x) توابع که است
مͬ�نامیم. تͺین نقطه ͷی را x = x0 نقطه صورت

صورت این در ،x(x−1)y′′+ y′−2xy = 0 کنید فرض مثال .٣.٢.۴

y′′+
1

x(x−1)
y′− 2

x−1
y = 0.

x = 1 و x = 0 جز به جا همه در a1 تابع هستند. a0 = 2/(x− 1),a1 = 1/x(x− 1) ضریب توابع که
جز به هستند، معادله این عادی نقاط، کلیه پس است. تحلیلͬ x = 1 جز به جا همه در a0 و است تحلیلͬ

.x = 1 و x = 0

صورت این در بͽیرید. نظر در را cos x.y′′+ sin x.y′+ y = x معادله مثال .۴.٢.۴

a1 = tan x, a0 = sec x, f = xsec x.

.k ∈ Z که x = kπ یعنͬ tan x = 0 که نقاطͬ در جز به هستند تحلیلͬ جا همه در توابع این

را x = x0 تͺین نقطه بͽیرید. نظر در را E : y′′ + a0(x)y′ + a0(x)y = 0 معادله تعریف .۵.٢.۴
x = x0 نقطه در (x− x0)2a0(x) و (x− x0)a1(x) توابع که گوییم E عادی تͺین نقطه ͷی صورتͬ در

مͬ�نامند. نامنظم تͺین نقطه را x = x0 صورت این غیر در باشد. تحلیلͬ

است. عادی منظم x = 0 نقطه صورت این در بͽیرید. نظر در را ۴-٣-٢ از (١) مثال مثال .۶.٢.۴
زیرا

(x−0)a1(x) = x.
1

x(x−1)
=

1
x−1

, (x−0)2a0(x) = x2.
2

x−1
.

زیرا است. عادی تͺین نیز x = 1 نقطه هستند. تحلیلͬ x = 0 در دو هر که

(x−1).a1(x) = (x−1).
1

x(x−1)
=

1
x
, (x−1)2.a2(x) = 2(x−1).

هستند. تحلیلͬ x = 1 در دو هر که

صورت این در بͽیرید. نظر در را E : x2(x−1)y′′+ y′+2x2y = 0 معادله مثال .٧.٢.۴

a1 = 1/x2(x−1)2, a0 = 2/(x−1)2.

علاوه به هستند. E تͺین نقاط x = 1 و x = 0 نتیجه در

(x−0).a1(x) = 1/x(x−1)2, (x−0)2.a0(x) = 2x2/(x−1),

علاوه به است. نامنظم تͺین x = 0 پس نیست. تحلیلͬ x = 0 در اول تابع که

(x−1).a1(x) = 1/x2(x−1), (x−1)2.a0(x) = 2,

است. نامنظم تͺین نیز x = 1 پس نیست. تحلیلͬ x = 1 در اول تابع که
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سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل فروبینیوس سری .٢.۴

صورت این در بͽیرید. نظر در را E : (x2−9)y′′+ (x−3)y′+2y = 0 معادله مثال .٨.٢.۴

a1(x) =
1

(x+3)2(x−3)
, a0(x) =

2
(x+3)2(x−3)2 .

که مͬ�شود ملاحظه هستند. E معادله تͺین نقاط x = −3 و x = 3 نقاط پس

(x+3).a1(x) =
1

(x+3)(x−3)
, (x+3)2.a0(x) =

2
(x−3)2 ,

بعلاوه است. E نامنظم تͺین نقطه ͷی x = −3 پس نیست. تحلیلͬ x = −3 در اولͬ که

(x−3).a1 =
1

(x+3)2 , (x−3)2.a0(x) =
2

(x+3)2 ,

است. E منظم تͺین نقطه ͷی x = 3 پس هستند. تحلیلͬ x = 3 در دو هر که

دیفرانسیل: معادله منظم تͺین نقطه ͷی x = x0 کنید فرض فروبینیوس) (قضیه قضیه .٩.٢.۴

y′′+a1(x)y′+a0(x)y = 0,

شͺل: به جواب ͷی حداقل صورت این در است.

y = (x− x0)r
∞∑

n=0

an(x− x0)n =

∞∑
n=0

an(x− x0)n+r. (۴.۴ )

شͺل به سفته ای ͬͽهمسای در جواب این است. ثابت و حقیقͬ عددی r که دارد، وجود معادله این برای
است. همͽرا 0 < |x− x0| < R

y = مͬ�کنیم فرض ۴-١-٢ در آمده اولر معادله در ((١.٢.۴ مثال (ادامه (مثال مثال .١٠.٢.۴
صورت این در .

∑∞
n=0 anxn+r

∞∑
n=0

(n+ r)(n+ r−1)anxn+r −
∞∑

n=0

(n+ r)anxn+r −3
∞∑

n=0

anxn+r = 0.

از: عبارتست (xr (یعنͬ جمله اولین ضریب

r(r−1)a0− ra0−3a0 = 0.

بنابراین .(r−3)(r+1) = 0 مͬ�گیریم نتیجه مͬ�کند)، تغییر r آنͽاه ،a0 = 0 اگر (زیرا a0 , 0 فرض با
از عبارتست xn+r ضریب طرفͬ از r = 3 یا r = −1

(n+ r−3)(n+ r+1)an = 0.

.an = 0 الزاما آنͽاه .n , 4 و n , 0 اگر لذا و مͬ�شود (n−4)nan = 0 مذکور ضریب r = −1 چنانچه
نتیجه: در باشند. صفر مخالف مͬ�توانند a4 و a0 تنها پس

y1 =

∞∑
n=0

anxn+r =

∞∑
n=0

anxn−1 = a0x−1+a4x3.
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فروبینیوس سری .٢.۴ سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل

در .cn = 0 آنͽاه n , 0 اگر پس مͬ�شود. n(n+4)an = 0 صورت به xn+r ضریب آنͽاه ،r = 3 اگر اما
نتیجه: در باشد. صفر مخالف است ممͺن c0 تنها نتیجه

y2 =

∞∑
n=0

anxn+r =

∞∑
n=0

a0xn+3 = a0x3.

از: عبارتست مذکور معادله عمومͬ جواب حال هر در پس

S : y = Ax−1+Bx3.

x = x0 و است دیفرانسیل معادله�ای E : y′′ +a1(x)y′ +a0(x)y = 0 کنید فرض قضیه .١١.٢.۴
کنید: فرض است. آن عادی تͺین نقطه ͷی

u := lim
x→x0

(x− x0)a1(x),

v := lim
x→x0

(x− x0)2a0(x).

مشخصه معادله کنیم فرض

CE : r(r−1)+ur+ v = 0, (۵.۴ )

صورت این در .r2 ≤ r1 که است r2 و r1 حقیقͬ ریشه دو دارای

.(r1−r2 , 0,1,2,3, · · · ,n, · · · نباشد برابر صفر یا و مثبت صحیح عددی با r1−r2 تفاضل اگر الف)
شͺل به جواب دو E معادله این در

y1 = xr1

∞∑
n=0

an(x− x0)n,

y2 = xr2

∞∑
n=0

bn(x− x0)n,

.a0 , 0 , bn که است

دارای ϵ صورت این در .(r1− r2 = 1,2,3, · · · ,n, · · · ) باشد مثبت و صحیح عددی r1− r2 اگر ب)
شͺل به جواب ͷی

y1 = xr1

∞∑
n=0

an(x− x0)n,

یا xr2

∞∑
n=0

an(x− x0)n شͺل استبه ممͺن معادله این دیͽر جواب .a0 , 0 که است

y2 =Cy1 ln(x− x0)+
∞∑

n=0

bn(x− x0)n,

باشد. صفرند، مخالف اعداد b0 و C که
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سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل فروبینیوس سری .٢.۴

شͺل: به جواب ͷی تنها E صورت این در ،r1 = r2 اگر ج)

y1 = xr1

∞∑
n=0

an(x− x0)n,

شͺل به معادله این دیͽر جواب .a0 , 0 که

y2 = y1 ln(x− x0)+
∞∑

n=0

bn(x− x0)n,

مͬ�باشد. b0 , 0 که است

کنید. حل را 2x2y′′+3xy′− (1+ x)y = 0 معادله مثال .١٢.٢.۴

مساله: این در است. منظم تͺین نقطه ͷی نقطه، این و است معادله تͺین نقطه تنها x = 0 نقطه حل:

u = lim
x→0

xa1(x) = lim
x→0

x.
3
2x
=

3
2
,

v = lim
x→0

x2a0(x) = lim
x→0

x2.
−1− x

2x2

= lim
x→0

(−1− x)
2

= −1/2,

است: چنین آن مشخصه معادله و

CE : r(r−1)+
3
2

r− 1
2
= 0, ⇒ 2r2+ r+1 = 0.

صفر یا و مثبت صحیح r1 − r2 =
3
2 چون .r2 = −1 و r1 = 1/2 بنابراین و (2r−1)(r+1) = 0 پس

است. ۴-٨-٢ از الف حالت نیست،
صورت این در ،y =

∑∞
n=0 anxn+r مͬ�کنیم فرض شده داده معادله در

2x2
∞∑

n=0

(n+ r)(n+ r−1)anxn+r−1+3x
∞∑

n=0

(n+ r)anxn+r−1− (1+ x)
∞∑

n=0

anxn+r = 0

داریم: نتیجه }در
2(r+1)r+3(r+1)−1

}
a1−a0 = 0 =⇒ a1 =

a0

(2r+1)(r+2)
,{

2(r+2)(r+1)+3(r+2)−1
}
a2−a1 = 0 =⇒ a2 =

a1

(2r+3)(r+3)
,

...{
2(r+n)(r+n−1)+3(r+n)−1

}
an−an−1 = 0 =⇒ an =

an−1

(2r+2n−1)(r+n+1)
.
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نتیجه در و an =
an−1

n(2n+3) آنͽاه ،r = r1 =
1
2 کنیم فرض اگر پس

an =
1

n(2n+3)
.

1
(n−1)(2n+1)

. · · · . 1
(1)(5)

a0

=
a0

n!.(5).(7) · · · (3n+3)
,

از عبارتست اول جواب و

y1 = a0

∞∑
n=0

√
xxn

n!.5.7 · · · (2n+3)
.

نتیجه در و bn =
bn−1

n(2n−3)
داریم r = r1 = −1 فرض با مشابه صورت به

bn =
1

n(2n−3)
.

1
(n−1)(2n−5)

. · · · . 1
(1)(−1)

b0

=
−b0

n!.(3).(5) · · · (2n−3)
,

است: چنین شده داده معادله دیͽر جواب لذا و

y2 = b0

1
x
−1−

∞∑
n=0

xn−1

n!.(3).(5) · · · (2n−3)

 .
کنید. حل x = 0 حول را x2y′′+ x

(
x+

1
2

)
y′ =

(
x2+

1
2

)
معادله مثال .١٣.٢.۴

علاوه به است. مذکور معادله عادی تͺین نقطه ͷی x = 0 نقطه حل:

u = lim
x→0

x.a1(x) = lim
x→0

x.
−1
x

(
x+

1
2

)
= lim

x→0
−
(
x+

1
2

)
=
−1
2

v = lim
x→0

x2.a0(x) = lim
x→0

x2.
1
x2

(
x2+

1
2

)
= lim

x→0

(
x2+

1
2

)
=

1
2
.

نتیجه در

CE : r(r−1)+
1
2

r− 1
2
= 0, =⇒ 2r2− r−1 = 0,

=⇒ r1 = 1, r2 =
−1
2
.

معادله در است. ۴-٨-٢ الفدر نوع از پس نیست. صفر یا و مثبت صحیح r1−r2 =
3
2
نیز مساله این در
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صورت این در مͬ�دهیم. قرار را y =
∞∑

n=0

anxn+r تابع شده داده

x2
∞∑

n=0

(n+ r)(n+ r−1)anxn+r−1+ x
(
x+

1
2

) ∞∑
n=0

(n+ r)anxn+r−1−
(
x2+

1
2

) ∞∑
n=0

anxn+r = 0,

است: چنین xn+r جمله ضریب که

(n+ r)(n+ r−1)an+ (n+ r−1)an−1+
1
2

(n+ r)an(n ≥ 0)−an−2−
1
2

an−1 = 0.

داریم: بنابراین

an =
−(2n+2r−3)an−1+2an−2

(2n+2r−1)(n+ r)
.

داریم: n = 1 حالت در .2 ≤ n که هایͬ n ازای به

(r2+
3
2

r)a1+ ra0 = 0 =⇒ a1 =
−2

2r+3
a0.

صورت این در .r = r1 = 1 کنیم فرض حال

a1 = −
2
5

a0, ∀n ≥ 2 : an =
−(2n1)an−1+2an−2

(2n+1)(n+1)
.

از عبارتند آن جملات از برخͬ

y1 = a0x
(
1− 2

5
x+

9
35

x2− 82
945

x3+
571

20790
x4− · · ·

)
.

داریم: r = r2 =
−1
2

فرض با مشابه، صورت به

a1 = −a0, ∀n ≥ 2 : an =
−(2n−4)an−1+2an−2

(2n−2)(n−1/2)
.

از عبارتند آن جملات برخͬ

y2 =
a0√

x

(
1− x+

3
2

x2− 13
18

x3+
119
360

x4− · · ·
)
.

کنید. حل x = 0 نقطه حوالͬ در را E : x2y′′+ x(2+3x)y′−2y = 0 معادله مثال .١۴.٢.۴

علاوه به است. منظم هم آن که است x = 0 نقطه E معادله تͺین نقطه تنها حل:

u = lim
x→0

x.a1(x) = lim
x→0

x.
2+3x

x
= lim

x→0
(2+3x) = 0,

v = lim
x→0

x2.a2(x) = lim
x→0

x2.
−2
x2 = −2,
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نتیجه در

CE : r(r−1)+2r−2 = 0, =⇒ r2+2r−2 = 0,
=⇒ r1 = 1, r2 = −2.

است. مساله جواب y = x1 ∑∞
n=0 anxn فرضکنیم است. ۴-٨-٢ قضیه از ب حالت و r1− r2 = 3 پس

صورت این در

x2
∞∑

n=0

(n+1)anxn−1+ x(2+3x)
∞∑

n=0

(n+1)anxn−2
∞∑

n=0

anxn+1 = 0.

داریم: x مختلف توانهای ضرایب دادن قرار صفر با

a1 = −3a0, a2 =
−3
2

a1, دلخواه a3, a4 = −
3
4

a3, · · ·

کلͬ حالت در و

n(n−3)an+3(n−3)an−1 = 0 =⇒ an = −
3
n

an−1.

بنابراین

an =
−3
n

an−1 =
−3
n
−3

n−1
an−2 = · · ·

=
−3
n
.
−3

n−1
· · · −3

4
a3 = −2

(−3)n−2

n!
a3

y =

∞∑
n=1

anxn+1

= a0(x−2−3x−1+
9
2

)+a3

∞∑
n=3

2(−1)n−23n−2

n!
xn−2.

نتیجه: در

y1 = x−2−3x−1+
9
2
=

1
2x2 (9x2−6x+2),

y2 =

∞∑
n=3

2(−1)n−33n−2

n!
xn−2

= − 2
9x2

∞∑
n=3

(−3x)n

n!

= − 2
9x2 (e−3x −1+3x− 9

6
x2)

=
−1
9x2 (2e−3x−2+6x−3x2),

هستند. E خطͬ مستقل جوابهای
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کنید. حل x = 0 حول را E : x2y′′− x(2− x)y′+ (2+ x2)y = 0 معادله مثال .١۵.٢.۴

معادله: این در حل:

u = lim
x→0

x.a1(x) = lim
x→0

x.
x−2

x
= lim

x→0
(x−2) = −2,

v = lim
x→0

x2.a0(x) = lim
x→x2

.
2+ x2

x2

= lim
x→0

(2+ x2) = 2.

مساله جواب y = x2
∞∑

n=0

anxn فرضکنیم است. آمده پیش ۴-٨-٢ قضیه از حالتب و r1−r2 = 1 پس

صورت این در است.

x2
∞∑

n=0

(n+2)(n+1)anxn− x(2− x)
∞∑

n=1

nanxn−1+ (2+ x2)
∞∑

n=0

anxn = 0.

داریم: مختلف، توانهای ضریب دادن قرار صفر با

a1 = a0, a2 =
a0

3
, a3 =

−a0

36
, · · ·

an =
−1

n−2
an−1−

1
(n−1)(n−2)

an−2.

از عبارتست E از جواب ͷی نتیجه، در

y1 = x2− x3+
1
3

x2− 1
36

x5+ · · ·+anxn+2+ · · · .

شͺل: به معادله دیͽر خطͬ مستقل جواب

y2 = cy1 ln x+ x−2
∞∑

n=0

bnxn,

مͬ�دهیم: قرار E در آنرا y2 ضرایب آوردن دست به منظور به است.

2cxy′1+ c(x−2− x2)y1+10b0x−2+2(2b1−b0)x−1−b1

+

∞∑
n=1

(n−2)(n−3)bnxn−2−2
∞∑

n=2

(n−2)nnxn−2

+

∞∑
n=3

(n−2)bnxn−1+2
∞∑

n=0

bnxn−2+

∞∑
n=0

bnxn = 0.

اینͺه: نتیجه

b0 = 0, b1 =
1
3 b0 = 0, b2 =

1
3 b0 = 0, b3 = −c,

b4 =
c
3 , · · · bn = c(2n−7)an−2+nn−2.
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از: عبارتست E خطͬ مستقل جواب دومین اختصار، به یا و

y2 =
(
x2− x3+

1
3

x4− 1
36

x5+ · · ·+anxn+2+ · · ·
)
ln x− x+

1
3

x2+ · · ·+bnxn−2.

نقطه حوالͬ در سریها روش به را E : x2y′′ + x(x− 1)y′ + (1− x)y = 0 معادله مثال .١۶.٢.۴
کنید. حل x = 0

مساله: این در حل:

u = lim
x→0

x.a1(x) = lim
x→0

x.
x−1

x
= lim

x→0
(x−1) = −1,

v = lim
x→0

x2.a0(x) = lim
x→0

x2.
1− x

x2

= lim
x→0

(1− x) = 1.

نتیجه در

CE : r(r−1)− r+1 = 0, =⇒ r2−2r+1 = 0, =⇒ r1 = r2 = 1.

بنابراین، است. مساله از جوابͬ y = x
∞∑

n=0

anxn فرضکنیم است. داده رخ ۴-٨-٢ قضیه از ج پسحالت

بایستͬ

x2
∞∑

n=0

(n)(n+1)anxn−1+ x(x−1)
∞∑

n=0

(n+1)anxn+ (1− x)
∞∑

n=0

anxn+1 = 0.

کردن: ساده از پس یا
∞∑

n=0

n2anxn+1+

∞∑
n=0

nanxn+2 = 0.

ای: n ≥ 1 هر ازای به و است، دلخواه a0 پس

an = −
n−1
n2 an−1,

است. E جواب ͷی y1 = x پس است. y = a0x جواب نتیجه در صفرند. n ≥ 1 با های an همه لذا و
صورت این در مͬ�کنیم. استفاده y2 = ux یا y2−uy1 تابع تغییر از دوم جواب آوردن دست به برای

y′2 = u′x+u, y′′2 = u′′x+2u′.

داریم: دهیم، قرار E در را نتیجه اگر

xu′′+ (x+1)u′ = 0.

است: u′, x حسب بر پذیر ͷیͺتف معادله ͷی که

du′

u′
= − x+1

x
dx, =⇒ lnu′ = −x− ln x+ ln A.
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نتیجه: در و u′ = A
x e−x پس

u =

∫
u′dx = A

∫
1
x

e−xdx = A
∫

1
x

(
1− x+

x2

2
− · · ·+ (−x)n

n!
+ · · ·

)
dx

= A
(
ln x− x+

x2

4
− · · ·+ (−1)n x2

n.n!
+ · · ·

)
+B,

y2 = xu = A
(
x ln x− x2+

x3

4
− · · ·+ (−1)n xn+1

n.n!
+ · · ·

)
+Bx.

داریم: B = 0 و A = 1 فرض با

y2 = x ln x+
∞∑

n=1

(−1)n

n.n!
xn+1 = y1. ln x+

∞∑
n=1

(−1)n

n.n!
xn+1.

کنید. حل x = 0 نقطه حوالͬ در سریها روش به را E : xy′′+ y′+ xy = 0 معادله مثال .١٧.٢.۴

مساله: این در حل:

u = lim
x→0

x.a1(x) = lim
x→0

x.
1
x
= 1,

v = lim
x→0

x2.a0(x) = lim
x→0

x2.1 = 0.

نتیجه در

CE : r(r−1)+ r+0 = 0.

داشته باید صورت این در است. مساله جواب y = x0 ∑∞
n=0 anxn کنیم فرض .r1 = r2 = 0 بنابراین

باشیم:

x.
∞∑

n=2

n(n−1)anxn−2+

∞∑
n=1

nanxn−1+ x.
∞∑

n=0

anxn = 0.

باشد: صفر x مختلف توانهای ضریب بایستͬ پس

a1 = 0, ∀n ≥ 2 : an = −
1
n2 an−2.

نتیجه: در

a2k+1 = a1 = a3 = a5 = · · · = 0,

a2k =
−1

(2k)2 a2(k−1)

=
1

(2k)2 .
1

(2k−2)2 . · · · .
−1
22 a0

=
(−1)k

22k.k!2 .a0.
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از عبارتست E معادله جواب ͷی پس

y1 =

∞∑
n=0

(−1)k

22k.(k!2)
x2k.

مͬ�کنیم: فرض ،E معادله خطͬ مستقل جواب دومین آوردن دست به برای

y = y1. ln x+
∞∑

n=0

bnxn,

داریم: بنابراین مͬ�دهیم. قرار E در را آن و

2y′1+ x
∞∑

n=2

n(n−1)bnxn−2+

∞∑
n=1

nbnxn−1+ x
∞∑

n=0

bnxn = 0.

بایستͬ: پس

,b0دلخواه b1 = 0, ,b2دلخواه b3 = 0, · · · , bn = −
2
n

an−
1
n2 bn−2.

بعلاوه و صفرند فرد اندیس با های bn همه بنابراین

b2 = (−1)n+1 1+ 1
2 + · · ·+

1
n

22n.n!
b0.

از: عبارتست E معاده خطͬ مستقل جواب دومین پس

y2 =
x2

4
− 3

128
x4+ · · ·+ (−1)n+1 1+ 1

2 + · · ·+
1
n

22n.n!
x2n+ · · · .

کنید: حل صفر نقطه حوالͬ در فروبینیوس روش به را شده داده معادلات از ͷی هر تمرینات .١٨.٢.۴

1) x2y′′− xy′+ y = 0, 2) x2y′′+ xy′ = 0,

3) x2y′′+3xy′+ y = 0, 4) 4x2y′′+ y = 0,

5) 4xy′′+2y′+ y = 0, 6) 2x2y′′+ x(2x+1)y′+2xy = 0,

7) xy′′+ (3+2x)y′+4y = 0, 8) (2x2− x2)y′′+ (6x2−4x)y′ = 2y,

9) (x+3x2)y′′+2y′ = 6xy, 10) xy′′+2y′ = xy,

11) 2x2y′′+3xy′ = (1+ x)y, 12) x(1− x)y′′+3y′ = 2y,

13) x2y′′+ x2y′ = xy, 14) (2x3+6x2)y′′+ (x2+9x)y′ = 3y,

15) x2y′′−2x(x+2)y′+ (x+3)y = 0, 16) 4x(x−1)y′′+2(1−2x)y′+ y = 0,

17) xy′′+2y′+ xy = 0, 18) x2y′′−2xy′+ (2+ x2)y = 0,

19) 4x2y′′−4x2y′+ (1+2x)y = 0, 20) x2y′′−3xy′+4(x+1)y = 0.
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بسل توابع ٣.۴ بخش

به خصوصحرکتسماوات در مطالعاتخود در آلمانͬ، ریاضیدان (١٨۴۶ تا ١٧٨۴) بسل فردریͷویلیام
الͺترومغناطیس، نظریه در معادلاتکاربرهایͬ این بعدا مͬ�شوند. ویشناخته نام به امروزه که برخورد معادلاتͬ

کردند. پیدا ͷکوستی آ و حرکت انتقال

شͺل به معادله تعریف .١.٣.۴

x2y′′+ xy′+ (x2−n2)y = 0,

در معادله این حل موضوع مͬ�شود. نامیده n مشخصه با بسل معادله است، نامنفͬ و صحیح عددی n که
است. x = 0 نقطه حوالͬ

معادله: این در بسل معادله حل روش .٢.٣.۴

u = lim
x→0

x.a1(x) = lim
x→0

x.
1
x
= 1,

v = lim
x→0

x2.a0(x) = lim
x→0

x2.
x2−n2

x2 = −n2,

CE : r(r−1)+ r−n2 = 0, =⇒ r2−n2 = 0, =⇒ r = ±n.

قرار با صورت این در است، مساله جواب y = x
∑∞

m=0 amxm کنیم فرض حال .r2 = −n و r1 = n پس
داریم: بسل معادله در دادن

∞∑
m=0

{(m+ r)(m+ r−1)+ (m+ r)−n2}amxm+r +

∞∑
m = 0amxm+r+2 = 0.

داریم: بنابراین

(2n+1)a1 = 0, =⇒ a1 = 0,

((m+ r)2−n2)am+am−2 = 0, =⇒ am =
−1

(m+ r)2−n2 am−2.

که: مͬ�گیریم نتیجه استقرا به و

a2k+1 = a2k−1 = · · · = a3 = a1 = 0,

a2k =
−1

(2k+ r)2−n2 .
−1

(2k−2+ r)2−n2 . · · · .
−1

(r+2)2−n2 a0.

n > 0 ب) n = 0 الف) مͬ�گیریم: نظر در حالت دو اکنون

لذا: و r1 = r2 = 0 صورت این در ،n = 0 اگر الف)

a2k =
−1

(2k)2 .
−1

(2k−2)2 · · ·
−1
(2)2 a0

=
(−1)n

(2k.k!)2 a0.
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بنابراین و

J0(x) :=
∞∑

k = 0
(−1)n

22k.(n!)2 x2k.

است. n = 0 ازای به معادله جواب ͷی

داریم: r = r1 = n فرض با صورت این در .n > 0 کنیم فرض ب)

a2k =
−1

(2k)(2k+2n)
.

−1
(2k−2)(2k+2n−2)

· · · −1
(2+2n)(2)

a0

=
(−1)k

2.4 · · · (2k)
.

1
(2k−2)(4+2n) · · · (2k+2n)

a0

=
(−1)k

22k.k!n!(1+n)(2+n) · · · (k+n)
=

(−1)k −2n.n!
2n+2k.k!.(n+ k)!

.

بنابراین و

Jn(x) :=
∞∑

m=0

(−1)m

2n+2m.m!(n+m)!
xn+2m.

مͬ�نامیم: بسل تابع امین n را Jn(x) تابع است. n شاخص با بسل معادله جواب ͷی

J0(x) = 1− x2

2
+

x4

64
− · · · ,

J1(x) =
x
2
− x3

16
+

x5

384
− · · · ,

...

Jn(x) =
1

2n.n!
xn− 1

2n+1.(n+1)!
xn+2+ · · · .

...

بسل) تابع (خواص قضیه .٣.٣.۴

Jn+1(x) صفرهای و مͬ�شود ظاهر Jn+1(x) بسل تابع صفرهای بین Jn(x) بسل تابع صفرهای (١
به های m ازای به آنͽاه بنامیم، λm,n را Jn(x) ریشه امین m اگر علاوه به .Jn(x) صفرهای بین

داریم: بزرگ کافͬ اندازه

λm,n ∼
(
m+

n
2
− 1

4

)
.

مشتق: (٢

a) J0(x)′ = −J1(x),

b) J1(x)′ = J0(x)− 1
x

J1(x),

c) (xnJn)′ = x2Jn−1(x) ∀n ≥ 1,
d) (x−nJn(x))′ = −x−nJn+1(x) ∀n ≥ 0,
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سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل بسل توابع .٣.۴

آنͽاه: ،n ≥ 1 اگر بازگشتͬ: رابطه�های (٣

a) Jn+1(x) =
2n
x

Jn(x)− Jn−1(x),

b) Jn+1(x) = −2J′n(x)+ Jn−1(x),

این در باشند، Jn(x) بسل تابع متوالͬ و مثبت صفرهای · · · ,rk, · · · ,r2,r1 اگر بسل: توابع تعامد (۴
∫صورت 1

0
xJn(rix)Jn(r jx)dx =

 0 i , j اگر
1
2
{J′n(ri)}2 i = j اگر

نمود: تعریف مͬ�توان نیز را منفͬ شاخص با بسل توابع تعریف .۴.٣.۴

J−n(x) := (−1)nJn(x).

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را دوم نوع از بسل تابع امین n

Yn(x) := −1
2

n−1∑
k=0

(n− k−1)!
k!

( x
2

)2k−n
+ Jn(x) ln x

−1
2

∞∑
k=0

(−01)k

k!(n+ k)!

Hn+

n+k∑
t=1

1
t

( x
2

)2k+n

آن: در که

Hn :=

 1+
1
2
+ · · ·+ 1

n
n ≥ 1 اگر

0 n = 0 اگر

از: عبارت n شاخص با بسل معادله عمومͬ جواب ای، n ≥ 0 هر ازای به قضیه .۵.٣.۴

S : y = An+BYn,

دلخواهند. ثابت اعداد B و A که است

دیفرانسیل: معادله قضیه .۶.٣.۴

x2u′′+ (1−2a)xu′+ (b2c2x2c+a2− k2c2)u = 0,

معادله: به u = xay تابع تغییر با

x2u′′+ xy′+ (b2x2c− k2)c2y = 0,

بسل: معادله به w = bxc متغیر تغییر با ادامه در و

w2 d2y
d2 +

dy
dw
+ (w2− k2)y = 0,

است. آن جواب ͷی u = xaJk(bxc) نتیجه در مͬ�شود. تبدیل
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بسل توابع .٣.۴ سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل

با و c = 1/2 و b = 2 و a = 0 فرض، با x2u′′ + xu′ + (x− k2

4 )u = 0 معادله در مثال .٧.٣.۴
آن عمومͬ جواب علاوه به است. مساله جواب ͷی u = Jk(2

√
x) که مͬ�گیریم نتیجه ۴-٣-۶ از استفاده

است: چنین

S : y = AJk(2
√

x)+BYk(2
√

x).

از استفاده با و k = 0,c =
m
2
,b =

2
m
,a =

1
2
فرض با u′′ + b0xmu = 0 معادله در مثال .٨.٣.۴

که مͬ�گیریم نتیجه ۴-٣-۶

u =
√

xJ1/(m+2)

(
2
√

b0

m+2

√
xm+2

)
,

است. معادله جواب ͷی

است: زیر معادله جواب ͷی u =
√

xJk(x) تابع ۴-٣-۶ به توجه با مثال .٩.٣.۴

u′′+
(
1+

1−4k2

4x2

)
u = 0.

دیفرانسیل: معادله قضیه .١٠.٣.۴

x2y′′+ x(1−2x tan x)u′ = (x tan x+ k2)u.

بسل معادله به u = y/cos x تابع تغییر با

x2u′′+ xy′+ (x2− k2)y = 0,

از عبارتست آن عمومͬ جواب بنابراین، مͬ�گردد. تبدیل

S : u =
1

cos x

(
AJk(x)+BYk(x)

)
.

جواب بار، این رسید. جواب به مͬ�توان نباشد، صحیح عدد n بسل معادله در اگر تعریف .١١.٣.۴
از: عبارتست حاصل

Jn(x) :=
∞∑

k = 0
(−1)k

k!Γ(k+n+1)

( x
2

)2k+n
.

مͬ�شود. استفاده نیست. صحیح n که Jn از نیز ۴-٧-٣ از ٢ مثال در شد. معرفͬ ٩-٣-۴ در قبلا که

بنابراین: است. ۴-٧-٣ از ٢ مثال در m = 1 و b0 = 1 حالت y′′+ xy = 0 آیری معادله مثال .١٢.٣.۴

y =
√

xJ1/3

(
2
3

x
√

x
)

=

∞∑
k=0

(−1)k(x/2)2k+ 1
3

k!Γ(k+4/3)
.

است. آن جواب ͷی
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سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل لژاندر جمله�ایهای چند .۴.۴

و هستند آن خطͬ مستل جوابهای Yn و Jn باشد، صحیح بسل معادله شاخص اگر قضیه .١٣.٣.۴
بود. خواهند آن خطͬ مستقل جوابهای J−n و Jn توابع نباشد، صحیح آن شاخص اگر

است: E خصوصͬ جواب y1 دهید نشان مورد هر در تمرینات .١۴.٣.۴

1) E : xy′′− y+ xy = 0, y1 = xJ1(x),

2) E : xy′′+ y′+2y = 0, y1 = J0(2
√

2x),

3) E : xy′′+3y′+ xy = 0, y1 = x−1J1(x),

4) E : xy′′+ y′+ x3y = 0, y1 = J0
( x2

2

)
,

.y(1) = 1 که بیابید x2y′′+ xy′+ (x2−1)y = 0 از جوابͬ (۵

مͬ�کند. صدق 4x2y′′+ (x+1)y = 0 معادله در u =
√

x که y = uJ0(u) دهید نشان (۶

مͬ�کند. صدق xy′′+3y′+ xy = 0 درمعادله y =
1
x

J1(x) تابع دهید نشان (٧

کنید. تبدیل بسل معادله�ای به را 2x2y′′ + 4y′ + (x− 1)y = 0 معادله u =
√

x متغیر تغییر با (٨
.y(4) = 1 که بیابید را جوابͬ سپس

است. xpJp(x) خصوصͬ جواب دارای xy′′+ (1−2p)y′+ xy = 0 معادله که دهید نشان (٩

.
∫ x

0
t.J0(t)dt = xJ1(x) که دهید نشان (١٠

.
∫ x

0
t−1J2(t)dt = −x−1J1(x)+

1
2
که دهید نشان (١١

دهید: نشان را زیر روابط از ͷی هر

12) (xk Jk(x))′ = xk Jk−1(x), 13) (x−k Jk(x))′ = −x−k Jk+1(x),

14) Jk−1(x)+ Jk+1(x) =
2k
x
, 15) Jk−1(x)− Jk+1(x) = 2J′k(x).

لژاندر جمله�ایهای چند ۴.۴ بخش

دوم: مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله است. حقیقͬ عددی k کنید فرض تعریف .١.۴.۴

(1− x2)y′′−2xy′+ k(k+1)y = 0.

ریاضیدان (١٨٣٣ تا ١٧۵٢) م.لژاندر به معادله این مͬ�نامیم. k شاخص با لژاندر دیفرانسیل معادله را
است. منتسب فرانسوی

ضریب: توابع علاوه به است. لژاندر معادله عادی نقطه ͷی x = 0 نقطه حل روش .٢.۴.۴

a1(x) =
−2x

1− x2 = −2x(1+ x2+ x4+ · · · ),

a0(x) =
k(k−1)
1− x2 = k(k−1)(1+ x2+ x4+ · · · ).
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لژاندر جمله�ایهای چند .۴.۴ سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل

سری شͺل به یͷجواب دارای معادله که فرضکرد مͬ�توان بنابراین، هستند. تحلیلͬ −1 < x < 1 بازه در
بنابراین: .y =

∑∞
n=0 anxn است: بازه این در لوران ͷم

(1− x2)
∞∑

n=2

n(n−1)anxn−2−2x
∞∑

n=1

nanxn−1+ k(k−1)
∞∑

n=0

anxn = 0.

درنتیجه: و

2a2+ k(k+1)a0 = 0, =⇒ a2 =
−1
2

k(k+1)a0,

6a3−2a1+ k(k+1)a1 = 0, =⇒ a3 =
−1
6

(6−1)(k+2)a1,

12a4−6a2+ k(k+1)a2 = 0, =⇒ a4 =
−1
12

(k−2)(k+3)a2,

...

(n+1)(n+2)an+2−n(n+1)an+ k(k+1)an = 0, =⇒ an+2 =
n(n+1)− k(k+1)

(n+1)(n+2)
.

...
...

داریم: فرمولها، این تͺرار با نتیجه، در

a2n =
(−1)n

(2n)!
k(k+1)(k−2)(k+3)(k−4)(k+5) · · · (k+2n−1)a0,

a2n+1 =
(−1)n

(2n+1)!
(k−1)(k+2)(k−3)(k+4)(k−5)(k+6) · · · (k+2n)a1.

از: عبارتست لژاندر عمومͬ جواب بنابراین،

S : y = AS k(x)+BTk(x).

آن: در که

S k(x) =

∞∑
n=0

a2nx2n

= 1− 1
2

k(k+1)x2+
1
24

k(k+1)(k−2)(k+3)x2+ · · ·

Tk(x) =

∞∑
n=0

a2n+1x2n+1

= x− 1
6

(k−1)(k+2)x3+
1

120
(k−1)(k+2)(k−3)(k+4)x5+ · · ·

باشد، (· · · ,−4,−2) زوج منفͬ صحیح عدد یا و (· · · ,5,3,1) فرد مثبت صحیح عدد k چنانچه -
مͬ�باشد. جمله�ای چند عملا و بود خواهد مختوم Tk(x) توان سری

(· · · ,−5,−3,−1) فرد منفͬ صحیح عدد یا و (· · · ,6,4,2) زوج مثبت صحیح عدد k چنانچه -
مͬ�گردد. جمله�ای چند ͷی عملا و بود خواهد مختوم S k(x) توان سری باشد،
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سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل لژاندر جمله�ایهای چند .۴.۴

(−1,1) بازه بر x از پیوسته توابعͬ آنها نامتناهͬ�اند. Tk و S k سری دو هر نباشد، صحیح k چنانچه -
مͬ�نامند. k شاخص با لژاندر توابع را Tk و S k حالت این در مͬ�باشند.

یͷجواب لااقل دارای k شاخص با لژاندر معادله باشد، عددیصحیح k که صورتͬ در تعریف .٣.۴.۴
نشان Pk(x) نماد با و مͬ�نامیم k شاخص با لژاندر جمله�ای چند را جواب آن است. جمله�ای چند شͺل به

مͬ�دهیم.

از: عبارتند ترتیب به 4,3,2,1,0 شاخص با لژاندر جمله�ای چند مثال .۴.۴.۴

P0(x) = 1, P1(x) = x P2(x) =
1
2

(3x2−1),

P3(x) =
1
2

(5x3−3x), P4(x) = 1−10x2+
35
3

x2.

است: فرضشده ترتیب به آنها در البته

a0 =
3
8
, a1 =

−3
2
, a0 =

−1
2
, a1 = 1, a0 = 1.

از: عبارتست لژاندر جمله�ای چند امین n کلͬ فرمول .۵.۴.۴

Pn(x) =
1
2n

[ n
2 ]∑

k=0

(−1)k(2n−2k)!
k!(n−2k)!(n− k)!

xn−2k.

چند محاسبه برای ذیل شرح به مختصر فرمولͬ نیز (١٨۵١ تا ١٧٩۴) رودریͽرز الین فرانسوی، اقتصاددان
دارد: لژاندر جمله�ایهای

Pn(x) =
1

2n.n!
dn

dxn (x2−1)n.

داریم: بالا فرمول دو از استفاده با مثال .۶.۴.۴

P3(x) =
1
8

∞∑
k=0

(−1)k(6−2k)!
k!(3−2k)!(3− k)!

x3−2k

=
1
8

(
6!

0!3!3!
x3− 4!

1!1!2!
x
)

=
1
8

(20x3−12x) =
1
2

(5x3−3x),

P4(x) =
1

23.3!
d3

dx3 (x2−1)3

=
1
48

d3

dx3 (x6−3x4+3x2−1)

=
1
48

d2

dx2 (6x5−12x3+6x)

=
1
48

(30x4−36x2+6)′ =
1
2

(5x3−3x).
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لژاندر جمله�ایهای چند .۴.۴ سریها ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل .۴ فصل

دارند: را زیر شرح به خواص لژاندر، جمله�ایهای چند قضیه .٧.۴.۴

1) (n+1)Pn+1(x)+nPn−1(x) = (2n+1)xPn(x),
2) P′n+1(x)−P′n−1(x) = (2n+1)Pn(x),
3) P′n+1(x)− xP′n(x) = (n+1)Pn(x),

4)
∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx = 0;m , n,

5)
∫ 1

−1
(Pn(x))2dx =

2
2n+1

.

تمرینات .٨.۴.۴

آورید. دست به را P7(x),P6(x),P5(x) جمله�ایهای چند (١

دهید: نشان ٧-۴-۴ ͷکم به (٢

(n+1)
∫ 1

−1
P2

n+1(x)dx = (2n+1)
∫ 1

−1
xPn(x)Pn+1(x)dx

آنͽاه: ،|t| < 1 و |x| ≤ 1 اگر که کنید ثابت (٣

(1−2xt+ t2)−1/2 = P0(x)+P1(x)t+P2(x)t2+ · · ·+Pn(x)tn+ · · ·

.Pn(1) = 1 کنید ثابت (٣) ͷکم به (۴

آنͽاه: باشد، n از کمتر درجه از جمله�ای چند ͷی Q(x) اگر که دهید نشان (۵∫ 1

−1
Q(x)Pn(x)dx = 0.

.P(n)
n (x) = (2n)!/(2n.n!) کنید ثابت (۶

.
∫ 1

0
P2n(x)dx = 0 آنͽاه n ≥ 1 اگر که دهید نشان (٧

.
∫ 1

−1
P′n(x)Pm(x)dx = 1− (−1)n+m آنͽاه ،0 ≤ m ≤ n اگر که کنید ثابت (٨
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۵ فصل

دیفرانسیل معادلات دستͽاه

اولیه مفاهیم و تعاریف ١.۵ بخش

معادله چند یا دو از مرکب است مجموعه�ای دیفرانسیل، معادلات دستͽاه از منظور تعریف .١.١.۵
دستͽاه ͷی عمومͬ جواب است. دستͽاه آن معادلات کلیه مشترک جواب دستͽاه، ͷی جواب دیفرانسیل.

١ است. دستͽاه آن معادلات کلیه عمومͬ جواب اشتراک

است: y و x مجهولات و t متغیر با دیفرانسیل معادلات دستͽاه زیر، دستͽاه مثال .٢.١.۵

t
dx
dt
= x− ysin2 y,

d2y
dt2 − x

dy
dt
+

d2x
dt2 = x− y.

توابع و t متغیر با دستͽاه ͷی z′′′ = x2+y2 و ty′′ = x−yz ،x′ = xyz2− t2 معادلات مثال .٣.١.۵
مͬ�دهند. تشͺیل z و y ،x مجهول

بͽیرید: نظر در را زیر معادلات دستͽاه مثال .۴.١.۵

dx
dt
= x−2y+ t,

dy
dt
= 2x+ y+1.

داده معادلات ͷکم به و x′′ = x′−2y′+1 داشت: خواهیم بͽیریم، مشتق t به نسبت اول معادله از اگر
داریم: شده

x′′ = (x−2y+ t)′

= x′−2(2x+ y+1)+1
= x′−4x−2y−1
= x′−4x− (x+ t− x′)−1.

علم دانشͽاه ریاضͬ دانشیار نجفͬ�خواه، مهدی تالیف: — ١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز آخرین — ١

میان در m_nadjafikhah@iust.ac.ir آدرس به نویسنده با را پیشنهادی یا و انتقاد هرگونه ایران. صنعت و
کنید: تهیه را آن نسخه آخرین لطفا تغییر. حال در احتمالا و است تهیه دست در کتاب این بͽذارید.

http://webpages.iust.ac.ir/m_nadjafikhah/Courses/ODE/Fa5.pdf
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آن است. t و x حسب بر ثابت ضرایب با دوم مرتبه خطͬ معادله ͷی x′′−2x′+5x = −t−1 نتیجه در
مͬ�کنیم: حل ٣ فصل در روش به را

x = Aex cos2x+Bex sin2x− 1
25

(5t+7).

است. حل مساله بنابراین و y = (x+ t− x′)/2 مساله صورت به بنا اما
نوشته زیر صورت به که گوییم استاندارد صورتͬ در را دیفرانسیل معادلات دستͽاه تعریف .۵.١.۵

باشد: شده

y(k1)
1 = f1

(
x,y1,y′1, · · · ,y

(k1−1)
1 ,y2,y′2, · · · ,y

(k1−1)
2 , · · · ,yn,y′n, · · · ,y

(k1−1)
n

)
,

y(k2)
2 = f2

(
x,y1,y′1, · · · ,y

(k2−1)
1 ,y2,y′2, · · · ,y

(k2−1)
2 , · · · ,yn,y′n, · · · ,y

(k2−1)
n

)
,

...

y(kn)
n = fn

(
x,y1,y′1, · · · ,y

(kn−1)
1 ,y2,y′2, · · · ,y

(kn−1)
2 , · · · ,yn,y′n, · · · ,y

(kn−1)
n

)
.

(١.۵ )

مͬ�نامیم. (١.۵) دستͽاه مرتبه را a = k1+ k2+ · · ·+ kn عدد

بنویسید: استاندارد شͺل به را زیر دستͽاه مثال .۶.١.۵

y2y′1− ln(y′′1 − y1) = 0, ey′2 − y1− y2 = 0.

y′′ حسب بر را اول معادله ،a = 2+1 = 3 لذا و k2 = 1 و k1 = 2 زیرا است، سه مرتبه از دستͽاه حل:
بنابراین: y′2؛ حسب بر را دوم معادله و مͬ�کنیم حل

y′′1 = y1+ ey′1y2 , y′2 = ln(y1+ y2).

بنویسید: استاندارد شͺل به را شده داده دیفرانسیل معادلات دستͽاه مثال .٧.١.۵

xy(3)
1 = 2y1y′3− y′1+ y2, y2 = y′2− y′1− x2y(4)

2 , y3y′′3 + xy1 = 1.

استاندارد شͺل به را دستͽاه این است. ٩ مرتبه از دستͽاه این ،k3 = 2 و k2 = 4 ،k1 = 3 چون حل:
نوشت: مͬ�توان

y(3)
1 =

2
x

y1y′3−
1
x

y′1+
1
x

y2, y(4)
2 =

1
x2 (y′2− y′1− y2), y′′3 =

1
y3

(1− xy2).

صورت به که گوییم نرمال شͺل به صورتͬ در را دستͽاه ͷی تعریف .٨.١.۵
y′1 = f1

(
x,y1,y2, · · · ,yn

)
,

y′2 = f2
(
x,y1,y2, · · · ,yn

)
,

...

y′n = fn
(
x,y1,y2, · · · ,yn

)
.

(٢.۵ )

دلخواهͬ دستͽاه هر باشد. ͬͺی جوابشان که گوییم معادل صورتͬ در را معادله دستͽاه دو باشد. شده بیان
نمود. تبدیل مͬ�توان معادل نرمال دستͽاه ͷی به را
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بنویسید: نرمال شͺل به را زیر دستͽاه مثال .٩.١.۵

d2y1

dx2 = y2, x3 dy2

dx
−2y1 = 0.

نوشت: مͬ�توان صورت این در ،y3 :=
dy1

dx
کنیم فرض حل:

dy3

dx
= y2,

dy1

dx
= y3,

dy2

dx
=

2
x3 y1,

است. نرمال دستͽاه ͷی که

بنویسید. نرمال دستͽاه ͷی شͺل به را d2x
dt2 + p(x)

dx
dt
+q(x) = 0 دیفرانسیل معادله مثال .١٠.١.۵

معادلات: دستͽاه صورت این در ،y :=
dx
dt

فرضشود است کافͬ حل:

dx
dt
= y,

dy
dt
= −p(t)y−q(t).

است. معادل شده داده معادله با

0< t <∞ باز بربازه معادلاتزیر جوابدستͽاه x2 =−t ln t و x1 =−1/t2 دهید نشان مثال .١١.١.۵
هستند:

dx1

dt
= 2tx2

1,
dx2

dt
=

x2

t
−1.

که مͬ�گردد ملاحظه حل:

dx1

dt
−2tx2

1 = −(−2)t−3−2t
(−1

t2

)2

= 2t−3−2tt−4 = 0,
dx2

dt
− 1

t
x2+1 =

(
− ln t− t

1
t

)
− 1

t
(−t ln t)+1

= − ln t−1+ ln t+1 = 0.

است: E جواب ͷی S که دهید نشان مورد هر در تمرینات .١٢.١.۵

1) E :
{

dx1/dt = −2t2
1,

dx2/dt = (x2+ t)/t, S :
{

x1 = 1/t2,
x2 = t ln t,

2) E :
{

dx1/dt = et−x1 ,
dx2/dt = 2ex1 ,

S :
{

x1 = t
x2 = 2et,

3) E :
{

dx/dt = y,
dy/dt = y2/x, S :

{
x = e2t,
y = et,

4) E :
{

dy/dx = (z−1)/z,
dz/dx = y− x, S :

{
y = x+ ex,
y = e−x.
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، f2 ، f1 توابع و است (٢.۵) در نرمال دستͽاه E کنید فرض یͺتایͬ) وجود (قضیه قضیه .١٣.١.۵
ͬͽهمسای ͷی اگر شوند. تعریف yn و . . . ،y2 ،y1 ،x متغیرهای از D بعدی n+1 دامنه بر fn و . . .
آنها جزیͬ مشتقات و بوده پیوسته آن بر fi توابع که شود یافت D در A =

(
x0,y0

1,y
0
2, · · · ,y

0
n

)
نقطه از

بر φn و . . . ،φ2 ،φ1 مانند توابعͬ و ε > 0 مثبت عددی آنͽاه باشد، کراندار yn, · · · ,y2,y1 به نسبت
ثانͬ: در و مͬ�کنند صدق E در اولا که مͬ�شوند یافت گونه�ای به (x0−ε, x0+ε)

φ′1(x0) = y0
1, · · · , φ0

n(x0) = y0
n.

است. بفرد منحصر ویژگͬ این با (φ1, · · · ,φn) تایͬ n

کنید: حل را شده داده معادلات دستͽاه مثال .١۴.١.۵

dx1

dt
= x1− x2,

dx2

dt
= x2−4x1.

برحسب را چیز همه دادشده، معادلات ͷکم به سپس و گرفته مشتق t به نسبت اول معادله طرفین از حل:
مͬ�نویسیم: x1

d2x1

dt2 =
dx1

dt
− dx2

dt

=
dx1

dt
− (x2−4x1)

=
dx1

dt
−

(
x1−

dx1

dt

)
+4x1.

معادلۀ مͬ�رسیم. d2x1

dt2 − 2
dx1

dt
− 3x1 = 0s ثابت ضرایب با دوم مرتبه خطͬ معادلۀ به نتیجه در و

بنابراین: هستند. ٣ و -١ آن ریشه�های که است λ2−2λ−3 = 0 همͽن معادلۀ این مشخصۀ

x1 = Ae−t +Be3t.

بنابراین ،x2 = x1−
dx1

dt
طرفͬ از

x2 = Ae−t +Be3t +Ae−t −3Be3t

= 2Ae−t −2Be3t.

از عبارتست شده داده دستͽاه عمومͬ جواب مجموع در پس،

S =
{
x1 = Ae−t +Be3t, x2 = 2Ae−t −2Be3t : A,B ∈ R

}
.

کنید. حل x2(0) = −4 و x1(0) = 0 فرض با را ١۴.١.۵ مثال معادلات دستͽاه مثال .١۵.١.۵

با x2(t) = 2Ae−t − 2Be3t چون .A+ b = 0 داریم t = 0 فرض با x1(t) = Ae−t + Be3t چون حل:
از عبارتست مساله این جواب پس .B = 1 و A = −1 بنابراین .2A−2B = −4 داریم t = 0 فرض

x1(t) = −e−t + e3t, x2(t) = −2e−t −2e3t.
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دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل اولیه مفاهیم و تعاریف .١.۵

کنید. حل y(0) = y0 و x(0) = x0 شرط با را dy
dt
= −x و dx

dt
= y معادلات دستͽاه مثال .١۶.١.۵

داریم: دوم، معادلۀ از استفاده و اول معادلۀ از گیری مشتق با حل:

d2x
dt

=
d
dt

(
dx
dt

) =
d
dt

y

=
dy
dt
= −x.

نتیجه در

d2x
dt2 + x = 0,

0± 1i ریشه�های دارای معادله این است. λ2 + 1 = 0 مشخصۀ معادله با دوم مرتبه خطͬ معادلۀ ͷی که
لذا و است

x(t) = Acos t+Bsin t.

بنابراین .y(0) = y0 و x(0) = x0 فرض مطابق اما .y(t) = −Asin t + Bcos t بنابراین ،y = dx
dt اما

از عبارتست مساله جواب و B = y0 و A = x0

x(t) = x0 cos t+ y0 sin t,

y(t) = −x0 sin t+ y0 cos t.

که مͬ�شود ملاحظه

x(t)2+ y(t)2 = x2
0(cos2 t+ sin2 t)+ y2

0(cos2 t+ sin2 t)

= x2
0 + y2

0.

آنͽاه x0 = y0 = 0 اگر است.
√

x2
0 + y2

0 وشعاع (0,0) مبدا مرکز به دایره ͷی مساله جواب نمودار یعنͬ
.x(t) = y(t) = 0 بود: خواهد (0,0) نقطه ͷت مساله جواب

(٢.۵) در نرمال دستͽاه برای انتͽرال ͷی صورتͬ در را g(x,y1,y2, · · · ,yn) تابع تعریف .١٧.١.۵
باشند پیوسته g تابع خود و ∂g/∂yn, · · · ,∂g/∂y1,∂g/∂x جزئͬ مشتقات همه D دامنه�ای در که گوییم
یعنͬ، بͽیرد. خود به ثابت مقدار ͷی تابع دهیم، قرار g در را D دامنه بر دستͽاه آن از دلخواه جوابͬ اگر و
انتͽرال هر بنابراین باشد. نداشته ͬͽبست t به و باشد داشته ͬͽبست yn, · · · ,y2,y1 به عملا́ حاصل تابع

.g(x,y1,y2, · · · ,yn) ≡ c که است g مانند تابعͬ ،(٢.۵) نرمال دستͽاه

دامنه: بر شده تعریف g(t, x1, x2) =
x2

t
− x1 حقیقͬ مقدار با تابع مثال .١٨.١.۵

D =
{
(t, x1, x2) : t , 0, t, x1, x2 ∈ R

}
⊆ R3.

است: زیر معادلات دستͽاه انتͽرال ͷی

dx1

dt
=

x1

t
,

dx2

dt
= x1+

x2

t
.
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از عبارتست دستͽاه این عمومͬ جواب زیرا

x1(t) = At, x2(t) = At2+Bt.

که مͬ�گردد ملاحظه

g(t, x1(t)x2(t)) =
1
t

(At2+Bt)− (At) = B,

است. برقرار D بر تساوی این است. ثابت B که

باشد، (٢.۵) دستͽاه انتͽرال ͷی g(x,y1, · · · ,yn) تابع اینͺه برای کافͬ و لازم شرط قضیه .١٩.١.۵
باشد: برقرار D بر زیر رابطه که است این

∂g
∂x
+

n∑
k=1

fk(x,y1,y2, · · · ,yn)
∂g
∂yk
= 0

معادلات دستͽاه برای انتͽرالͬ g(t, x1, x2) = arctan(x1/x2)− t تابع که دهید نشان مثال .٢٠.١.۵
است. dx1/dt = x2

1/x2 و dx2/dt = −x2
2/x1

که مͬ�گردد ملاحظه بعلاوه . f2(t, x1, x2) = −x2
2/x1 و f1(t, x1, x2) = x2

1/x2 مساله این در حل:

∂g
∂t
+ f1.

∂g
∂x1
+ f2.

∂g
∂x2
= (−1)+

( x2
1

x2

)( x2

x2
1 + x2

2

)
+

(
−

x2
2

x1

)( −x1

x2
1 + x2

2

)
,

دستͽاه برای انتͽرال ͷی g پس است. برقرار D =
{
(t, x1, x2)|x1 , 0, x2 , 0

}
دامنه بر رابطه این که

است. شده داده

بیابید. ١۴.١.۵ مثال معادلات دستͽاه برای انتͽرال دو مثال .٢١.١.۵

که مͬ�گردد ملاحظه دستͽاه، این عمومͬ جواب به توجه با }حل:
x1 = Ae−t +Be3t

x2 = 2Aet −2Be3t =⇒
{

x2+2x1 = 4Ae−t

x2−2x1 = −4Be3t

=⇒
{

4A = et(x2+2x1)
−4B = e−3t(x2−2x1)

هر ازای به D = R2 دامنه بر g2(t, x1, x2) = e−3t(x2−2x1) و g1(t, x1, x2) = et(x2+2x1) تابع پس
دستͽاهند. این انتͽرال g2 و g1 بنابراین، هستند. ثابت مذکور، دستͽاه از جواب

بیابید. ١۶.١.۵ مثال معادلات دستͽاه برای انتͽرال دو مثال .٢٢.١.۵

داریم: دستͽاه این عمومͬ جواب به توجه با }حل:
x = Acos t+Bsin t
y = Bcos t−Asin t =⇒

{
xsin t+ ycos t = B
xcos t− ysin t = A

D = R3 دامنه بر g2(t, x1, x2) = xcos t − ysin t و g1(t, x1, x2) = xsin t + ycos t توابع بنابراین
هستند. نظر مورد دستͽاه انتͽرال
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xn و . . . ،x2 ،x1 توابع به نسبت yn و . . . ،y2 ،y1 توابع مͬ�گوییم صورتͬ در تعریف .٢٣.١.۵
گونه�ای به yn و . . . ،y2 ،y1 توابع بین F(y1,y2, · · · ,yn) = 0 چون رابطه�ای هیچ که هستند مستقل
آن امر این برای کافͬ و لازم شرط است. برقرار xn و . . . ،x2 ،x1 انتخاب از مستقل که باشد برقرار

باشد: فر مخالف ها xi به نسبت ها yi ژاکوبین که است

∂(y1,y2, · · · ,yn)
∂(x1, x2, · · · , xn)

:=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

· · · ∂y1
∂xn

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

· · · ∂y2
∂xn

...
...

...
∂yn
∂x1

∂yn
∂x2

· · · ∂yn
∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 0

باشد، yn و . . . ،y2 ،y1 به نسبت مستقل انتͽرال n دارای (٢.۵) نرمال دستͽاه اگر قضیه .٢۴.١.۵
از است عبارت دستͽاه این عمومͬ جواب آنͽاه

S : g1(x,y1,y2, · · · ,yn) = A1, · · · , gn(x,y1,y2, · · · ,yn) = An,

دلخواهند. ثابت اعداد An, · · · ,A1 که

است: شده داده دستͽاه انتͽرال ͷی g که دهید نشان مورد هر در تمرینات .٢۵.١.۵

1)
dx1

dt
=

x2
1

x1
,

dx2

dt
= x2− x1, g = x1x2e−t,

2)
dx
dt
=

1
t

e−x,
dy
dt
=

x
t

e−y, g = (1+ x)−x − e−y,

3)
dx
dt
=

y+ t
x+ y

,
dy
dt
=

x− t
x+ y

, g = x+ y− t یا g = x+ y+ t.

آن حل و معادله ͷی به دستͽاه تبدیل ٢.۵ بخش

مانند: نرمال دستͽاه ͷی کنید فرض

dx1

dt
= f1(t, x1, x2, · · · , xn),

dx2

dt
= f2(t, x1, x2, · · · , xn),

...
dxn

dt
= fn(t, x1, x2, · · · , xn).

(٣.۵ )

حسب بر را آنها و نمود حل xn و . . . ،x2 ،x1 حسب بر را (٣.۵) مͬ�توان صورت این در است. اختیار در

نمود: بیان dxn

dt
و . . . ،dx2

dt
،dx1

dt

xk = hk

(
t,

dx1

dt
,

dx2

dt
, · · · , dxn

dt

)
.
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گرفت: مشتق t به نسبت (٣.۵) معادله اولین از مͬ�توان اکنون

d2x1

dt2 =
∂ f1
∂t
+
∂ f1
∂x1

.
dx1

dt
+ · · ·+ ∂ f1

∂xn
.
dxn

dt
. (۴.۵ )

xn و . . . ،x2 ،x1 جای به و مͬ�دهیم قرار (٣.۵) دستͽاه از dxn

dt
و . . . ،dx2

dt
،dx1

dt
جای به سپس

نداشته وجود ای xn حاصل معادله در دیͽر که مͬ�دهیم انجام طوری را کار این مͬ�دهیم. قرار (۴.۵) از
مرتبه ͷی مرحله هر در مͬ�کنیم. حذف را xn−1 و . . . ،x2 ،x1 ترتیب به عملایت، این تͺرار با باشد.
حل با مͬ�گردد. حاصل t و x1 حسب بر ام n مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی آخر دست و مͬ�رود بالا معادله

شد. خواهند حاصل xn و . . . ،x2 ،x1 توابع همه عقب، به بازگشت و معادله این

کنید. حل را dy
dt
= x+1 و dx

dt
= y+1 معادلات دستͽاه مثال .١.٢.۵

مͬ�کنیم: استفاده y′ = x+1 از سپس و مͬ�گیریم مشتق t به نسبت x′ = y+1 معادله طرفین از حل:

x′′ = (x′)′ = (y+1)′ = y′ = x+1, =⇒ x′′− x = 1,

پس است. λ2 − 1 = 0 آن مشخصه معادله است. دوم مرتبه از و ثابت ضرایب با خطͬ معادله ͷی که
است. مذکور معادله جواب ͷی xp = 1 بعلاوه، است. xh = Ae−t+Bet آن همͽن معادله عمومͬ جواب
y = −Ae−t+Bet بنابراین y = x′−1 اما است. آن عمومͬ جواب x = xp+ xh = 1+Ae−t+Bet پس

از عبارتست مذکور دستͽاه عمومͬ جواب و

S : x = 1+Ae−t +Bet, y = −Ae−t +Bet.

کنید. حل را dx
dt
= 3x+8y و dy

dt
= −x−3y معادلات دستͽاه مثال .٢.٢.۵

مͬ�کنیم: استفاده دوم معادله از و گرفته مشتق t به نسبت اول معادله طرفین از حل:

d2x
dt2 =

d
dt

(dx
dt

)
=

d
dt

(3x+8y)

= 3
dx
dt
+8

dy
dt
= 3

dx
dt
+8(−x−3y),

= 3
dx
dt
−8x−24y

= 3
dx
dt
−8x−3

(dx
dt
−3x

)
= x,

نتیجه در

d2x
dt2 − x = 0.

طرفͬ: از .x(t) = Ae−t +Bet بنابراین

y =
1
8

(dx
dt
−3x

)
=

1
8

(−A−t −Bet −3Ae−t −3Bet)

= −1
2

Ae−t − 1
4

Bet.
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دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل آن حل و معادله ͷی به دستͽاه تبدیل .٢.۵

از عبارتست شده داده دستͽاه عمومͬ جواب پس،

S : x(t) = 2C1e−t +4C2et, y(t) = −C1e−t −C2et.

دلخواهند. ثابت اعداد C2 و C1 که

کنید. حل را t2 dy
dt = −2x+ yt و t dx

dt = −x+ yt معادلات دستͽاه مثال .٣.٢.۵

داریم: آن طرفین از گیری مشتق با .y = dx
dt
+

x
t
اول معادله به بنا حل:

dy
dt
= − x

t2 +
1
t
.
dx
dt
+

d2x
dt2 .

مͬ�دهیم: قرار دوم معادله در را dy/dt و y اکنون

t2
(
− x

t2 +
1
t
.
dx
dt
+

d2x
dt2

)
= −2x+

(
dx
dt
+

x
t

)
t =⇒ t2 d2x

dt2 = 0.

و x(t) = At+B بنابراین .d
2x

dt2 = 0 داریم t , 0 فرض با پس

y =
dx
dt
+

x
t
= A+

1
t

(At+B) = 2A+
B
t
.

از عبارتست دستͽاه عمومͬ جواب و

S : x = At+B, y = 2A+
B
t
, t , 0.
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معادلات دستͽاه حل در پذیر انتͽرال ترکیبات روش .٣.۵ دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل

کنید: حل را شده داده دستͽاه�های از ͷی هر تمرینات .۴.٢.۵

1)
dx
dt
= −9,

dy
dt
= x,

2)
dx
dt
= y+ t,

dy
dt
= x− t,

3)
dx
dt
= −3x−4y,

dy
dt
= −2x−5y, x(0) = 1, y(0) = 4,

4)
dx
dt
= x+5y,

dy
dt
= −x−3y, x(0) = −2, y(0) = 1,

5) 4
dx
dt
− dy

dt
+3x = sin t,

dx
dt
+ y = cos t,

6)
dx
dt
+ y = z,

d
dt
= z,

dz
dt
+ x = z,

7)
dx
dt
= y+ z,

dy
dt
= x+ z,

dz
dt
= x+ y,

8)
d2x
dt2 = y,

d2y
dt2 = x,

9)
d2x
dt2 +

dy
dt
+ x = 0,

dx
dt
+

d2y
dt2 = 0,

10)
d2x
dt2 = 3x+ y,

dy
dt
= −2x,

11)
d2x
dt2 = x2+ y,

dy
dt
= −2x

dx
dt
+ x, x(0) = x′(0) = 1, y(0) = 0.

معادلات دستͽاه حل در پذیر انتͽرال ترکیبات روش ٣.۵ بخش

کنیم. حل بخواهیم را (٢.۵) نرمال دستͽاه کنید فرض پذیر انتͽرال ترکیبات روش معرفͬ .١.٣.۵
نام به ترکیباتͬ به (٢.۵) راست سمت توابع بر تقسیم و ضرب تفریق، جمع، معمولͬ اعمال از استفاده با
. ،x2 ،x1 از تابعͬ u که F

(
t,u,du/dt

)
= 0 شͺل به عباراتͬ یعنͬ، مͬ�رسیم. پذیری انتͽرال ترکیبات

برای انتͽرال ͷی به دیفرانسیل، معادله این حل با است. شده ساخته مقتضͬ شͺل به که است xn و . .
xn و . . . ،x2 ،x1 به نسبت مستقل انتͽرال n آوردن دست به و کار این ادامه با مͬ�رسیم. (٢.۵) دستͽاه

شود. توجه زیر مثالهای به مͬ�شوند. حل (٢.۵) معادلات

کنید. حل را dx2

dt
= 4tx1x2 و

dx1

dt
= 2t(x2

1 + x2
2) معادلات دستͽاه مثال .٢.٣.۵

داریم: شده داده معادله دو کردن جمع با حل:

d(x1+ x2)
dt

=
dx1

dt
+

dx2

dt
= 2t(x2

1 + x2
2)+4tx1x2

= 2t(x1+ x2)2.
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دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل معادلات دستͽاه حل در پذیر انتͽرال ترکیبات روش .٣.۵

است. شده داده دستͽاه برای پذیر انتͽرال ترکیب ͷی که du
dt
= 2tu2 داریم u = x1 + x2 فرض با پس

g1 =
1

x1+ x2
+ t2 پس است. ثابت عددی A که ،1

u
+ t2 = A داریم پذیر، ͷیͺتف معادله این حل از

معادله به اول، معادله از دوم معادله کردن کم با مشابه صورت به است. شده داده دستͽاه انتͽرال ͷی
دیفرانسیل:

d(x1− x2)
dt

= 2t(x1− x2)2.

بنابراین و مͬ�رسیم 1
u
+ t2 = B به u = x1− x2 فرض با پس است. پذیر انتͽرال ترکیب ͷی که مͬ�رسیم

دستͽاه عمومͬ جواب بنابراین، است. شده داده دستͽاه برای انتͽرال ͷی نیز g2 =
1

x1− x2
+ t2 تابع

از عبارتست نظر مورد

S :
1

x1+ x2
+ t2 = A,

1
x1− x2

+ t2 = B.

هستند: مستقل x1 و x2 به نسبت انتͽرال دو زیرا

∂(g1,g2)
∂(x1, x2)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂g1

∂x1

∂g1

∂x2
∂g2

∂x1

∂g2

∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

(x1+ x2)2
−1

(x1+ x2)2

−1
(x1− x2)2

−1
(x1− x2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−2
(x2

1 − x2
2)2
, 0.

نمود. بیان مͬ�توان نیز x2 و x1 حسب بر را دستͽاه جواب ،D =
{
(t, x1, x2)|x1 , ±x2

}
دامنه بر البته

کنیم: حل x2 و x1 حسب بر را g2 = B و g1 = A است کافͬ منظور این برای

S : x1(t) =
A+B−2t2

2(A− t2)(B− t2)
, x2(t) =

B−A
2(A− t2)(B− t2)

.

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .٣.٣.۵

E :
dx1

dt
=

x1− x2

x3− t
,

dx2

dt
=

x1− x2

x3− t
,

dx3

dt
= x1− x2+ t.

u = x1 − x2 فرض با پس .d(x1 − x2)/dt = 0 مͬ�گیریم نتیجه اول، از دوم معادله کردن کم با حل:

و دومین در x1 = A− x2 دادن قرار با .x1 − x2 = A بنابراین مͬ�رسیم. du
dt
= 0 پذیر انتͽرال ترکیب به

مͬ�گیریم: نتیجه E معادله سومین

E ′ :
dx2

dt
=

A
x3− t

,
dx3

dt
= A+1.
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معادلات دستͽاه حل در پذیر انتͽرال ترکیبات روش .٣.۵ دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل

دهیم، قرار E ′ در اول معادله در را آن اگر و x2(t) = (A+1)t+B مͬ�گیریم نتیجه E ′ در معادله دومین از
مͬ�آوریم: دست به

dx2

dt
=

A
At+B

.

بͽیریم: انتͽرال است کافͬ کار، اتمام برای پس

x2(t) = ln |At+B|+C.

از عبارتست E دستͽاه عمومͬ جواب بنابراین، و

S : x1 = x2+A, x2 = ln |At+B+C, x3 = (A+1)t+B.

کنید: حل را زیر کوشͬ مساله مثال .۴.٣.۵

E :


dx
dt
= 1− 1

y
, x(0) = 1,

dy
dt
=

1
x− t

, y(0) = 1.

نوشت: مͬ�توان زیر صورت به را دستͽاه این حل:


y
(dx

dt
−1

)
= −1,

(x−1)
dy
dt
= 1,

⇒


y

d(x− t)
dt

= −1,

(x− t)
dy
dt
= 1.

فرض با بنابراین . d
dt

((x− t)y) = 0 یا y
d(x− t)

dt
+ (x− t)

dy
dt
= 0 داریم معادله، دو این کردن جمع با

است. E دستͽاه انتͽرال ͷی (x− t)y = A پس مͬ�رسیم. du
dt
= 0 پذیر انتͽرال ترکیب به u = (x− t)y

نتیجه در . dy
dt
=

y
A
داشت خواهیم بدهیم، قرار E از دوم معادله در اگر که x− t = A

y بنابراین

داریم: مجموع در و y = Bexp
( t

A

)
x = t+

A
B

e−t/A, y = Bet/A.

A = 1 بنابراین و B= 1 پس y(0) = 1 طرفͬ از A = B یا A
B
= 1 پس ،x(0) = 1 مساله صورت مطابق اما

از عبارتست E جواب

S : x = t+ e−t, y = et.
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دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل معادلات دستͽاه حل در پذیر انتͽرال ترکیبات روش .٣.۵

کنید: حل را شده داده دستͽاههای از ͷی هر تمرینات .۵.٣.۵

1)
dx
dt
= x2+ y2,

dy
dt
= 2xy, 2)

dx
dt
=

x
y
,

dy
dt
=

y
x
,

3)
dx
dt
=
−1
y
,

dy
dt
=

1
x
, 4)

dx
dt
=

y
x− y

,
dy
dt
=

x
x− y

,

5)
dx
dt
= sin xcos x,

dy
dt
= cos xsin x, 6)

dx
dt
= e−t.

1
y
., et dy

dt
=

1
x
,

7)
dx
dt
= cos2 xcos2 y+ sin2 xsin2 y,

dy
dt
= −1

2
sin2xsin2y, x(0) = y(0) = 0.

مͬ�توان زیر صورت به را (٢.۵) نرمال دستͽاه دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی متقارن شͺل .۶.٣.۵
نوشت:

dx1

f1(t, x1, x2, · · · , xn)
=

dx2

f1(t, x1, x2, · · · , xn)
= · · · = dxn

f1(t, x1, x2, · · · , xn)
=

dt
1
. (۵.۵ )

مͬ�توان دستͽاه، متقارن شͺل ͷکم به است. معادل ((٢.۵) (یعنͬ قبلͬ دستͽاه با معادلات دستͽاه این
است: نهفته زیر رابطه در کار این دلیل کرد. تولید را پذیر انتͽرال ترکیبات موارد اغلب در

a1

b1
=

a2

b2
= · · · = an

bn
=
λ1a1+λ2a2+ · · ·+λnan

λ1b1+λ2b2+ · · ·+λnbn
,

دلخواهند. توابع یا و اعداد λn, · · · ,λ2,λ1 که

کنید. حل را dy
dt
=

ln t
2x
−1 و dx

dt
= − ln t

2x
معادلات دستͽاه مثال .٧.٣.۵

مͬ�نویسیم: متقارن شͺل به را دستͽاه این حل:

dt
2x
=

dx
− ln t

=
dy

ln t−2x
.

شده: داده دستͽاه پذیر انتͽرال ترکیب اولین

dt
2x
= − dx

ln t
=⇒ ln t dt+2xdx = 0,

آوردن دست به برای است. دستͽاه انتͽرال t(ln t− 1)+ x2 = A پس است. 0 = d(t ln t− t+ x2) یا
مͬ�کنیم: استفاده ۶.٣.۵ از دستͽاه، برای انتͽرال دومین

dt
2x
=

dx
− ln t

=
dy

ln t−2x
=

dt+ dx+ dy
0

, =⇒ d(t+ x+ y) = 0,

شده داده دیفرانسیل معادلات دستͽاه جواب بنابراین، است. دستͽاه برای انتͽرال ͷی t+ x+y = B پس
از عبارتست

S : t(ln t−1)+ x2 = A, x+ y+ t = B.
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ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادلات دستͽاه .۴.۵ دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل

کنید. حل را E :
dt

4y−5x
=

dx
5t−3y

=
dy

3x−4t
معادلات دستͽاه مثال .٨.٣.۵

مͬ�کنیم: حل زیر روش به ۶.٣.۵ ͷکم به حل:

3
3
.

dt
4y−5x

=
4
4
.

dx
5t−3y

=
5
5
.

dy
3x−4t

=
3dt+4dx+5dy

0
,

2t
2t
.

dt
4y−5x

=
2x
2x
.

dx
5t−3y

=
2y
2y
.

dy
3x−4t

=
2t dt+2xdx+2ydy

0
.

لذا و d(t2+ x2+ y2) = 0 و d(3t+2x+5y) = 0 بنابراین

t2+ x2+ y2 = B, 3t+4x+5y = A.

از عبارتست دستͽاه عمومͬ جواب و نظرند مورد دستͽاه انتͽرال�های

S : 3t+4x+5y = A, t2+ x2+ y2 = B.

کنید: حل را شده داده دیفرانسیل معادلات دستͽاههای از ͷی هر تمرینات .٩.٣.۵

1)
dt
t
=

dx
x
=

dy
y
, 2)

dt
xy
=

dx
yt
=

dy
xt
,

3)
dx
y
= − dy

x
=

dp
p
= −dq

p
, 4)

dx
xt
= − dy

yt
=

dt
xy
,

5)
dt

t2− x2− y2 =
dx
2tx
=

dy
2ty

, 6)
t dt

x2−2xy− x2 =
dx

x+ y
=

dy
x− y

,

7)
dx
dt
=

3t−4y
2y−3x

,
dy
dt
=

4x−2t
2y−3x

.

ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادلات دستͽاه ۴.۵ بخش

بررسͬ را مجهول دو با دستͽاه حالت تنها لذا و است پیچیده حدودی تا دستͽاه�هایͬ چنین عمومͬ نظریه
داد. گسترش مͬ�توان مشابه صورت به را کلͬ نظریه که است روشن مͬ�کنیم.

مانند: دستͽاهͬ دوم، مرتبه ثابت ضرایب با خطͬ معادلات دستͽاه ͷی از منظور تعریف .١.۴.۵
dx
dt
= a11x+a12y+ f1(t),

dy
dt
= a21x+a22y+ f2(t).

(۶.۵ )

صورتͬ در را (۶.۵) دستͽاه هستند. t متغیر از توابعͬ f2 و f1 و ثابتند اعداد a22,a21,a12,a11 که است
فرض: با . f1(t) = f2(t) = 0 که گوییم همͽن

X⃗ =
(

x
y

)
, A =

(
a11 a12
a21 a22

)
, F⃗ =

(
f1
f2

)
.
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دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادلات دستͽاه .۴.۵

بردار نوشت. مͬ�توان X⃗′ = AX⃗+ F⃗ شͺل به را (۶.۵) دستͽاه

Y⃗ =
(

g(t)
h(t)

)
,

.Y⃗′ = AY⃗+ F⃗ ای t ∈ (a;b) هر ازای به که گوییم (a;b) بازه بر (۶.۵) یͷجوابخصوصͬ صورتͬ در را
صورتͬ در آنͽاه هستند، آن خصوصͬ جواب که باشند توابع Z⃗ و Y⃗ و باشد همͽن (۶.۵) دستͽاه اگر
(a;b) بر آنها ͬͺرونس که مͬ�دهند تشͺیل را جوابها از بنیادی دستͽاه ͷی (a;b) بازه بر Z⃗ و Y⃗ مͬ�گوییم

باشد: صفر مخالف

W(t) =

∣∣∣∣∣∣ y1(t) z1(t)
y2(t) z2(t)

∣∣∣∣∣∣ = y1z2− y2z1 , 0, ∀t ∈ (a;b)

U⃗ و باشند (۶.۵) به نظیر همͽن معادله جوابهای از بنیادی دستͽاه ͷی Z⃗ و Y⃗ اگر قضیه .٢.۴.۵
و B که X⃗ = U⃗ +AZ⃗+BY⃗ از عبارتست (۶.۵) عمومͬ جواب آنͽاه باشد، آن خصوصͬ جواب ͷی

دلخواهند. ثابت اعداد A

معادله ابتدا X⃗′ = AX⃗ دستͽاه حل برای روش این در همͽن دستͽاه حل برای اولر روش .٣.۴.۵
مͬ�یابیم: را آن ویژه مقادیر و داده تشͺیل را A مشخصه

CE : det(λI−A) = 0. (٧.۵ )

X⃗′ = AX⃗ دستͽاه جواب باشند، مختلط یا و تͺراری حقیقͬ متمایز، حقیقͬ CE ریشه�های اینͺه به بسته
یافت: مͬ�توان ذیل روش به را

طوری را X⃗2 و X⃗1 بردارهای صورت این در باشد، داشته λ2 و λ1 متمایز حقیقͬ ریشه دو CE اگر الف)
است عبارت X⃗′ = AX⃗ دستͽاه جوابعمومͬ اکنون، .AX⃗2 = λ2X⃗2 و AX⃗1 = λ1X⃗1 که مͬ�یابیم

دلخواهند. ثابت اعداد A2 و A1 که A1X⃗1eλ1t +A2X⃗2eλ2t از

از متفاوت دسته دو صورت این در باشد، داشته λ1 = λ2 تͺراری حقیقͬ ریشه ͷی CE اگر ب)
اکنون .A1X⃗(i)

1 = X⃗(i)
2 +λ1X⃗(i)

1 و AX⃗(i)
2 = λ2X⃗(i)

2 که مͬ�یابیم طوری را X⃗(i)
2 و X⃗(i)

1 بردارهای
ثابت اعداد A2 و A1 که

{
A1U⃗1 + A2U⃗2

}
eλ2t از عبارتست X⃗′ = AX⃗ دستͽاه عمومͬ جواب

.U⃗i = X⃗(i)
1 + tX⃗(i)

2 و دلخواهند

را X⃗(i)
1 ± iX⃗(i)

2 بردارهای صورت این در باشد، α± βi مزدوج مختلط ریشه�های دارای CE اگر ج)
حقیقͬ درایه�های با X⃗(i)

2 و X⃗(i)
1 و A(X⃗(i)

1 + iX⃗(i)
2 ) = (α± βi)(X⃗(i)

1 + iX⃗(i)
2 ) که مͬ�یابیم طوری

V = V1+ iV2 اینجا در که V1+V2 از عبارتست X⃗′ = AX⃗ دستͽاه عمومͬ جواب اکنون هستند.
دلخواهند. اعداد A,B و U⃗i = X⃗(i)

1 + iX⃗(i)
2 که V؛ = AU1+BU2 و

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .۴.۴.۵

E :
dx
dt
= x− y,

dy
dt
= −x+ y.

٢١٣ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادلات دستͽاه .۴.۵ دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل

که مͬ�نویسیم X⃗′ = AX⃗ شͺل به را دستͽاه این حل:

X⃗ =
(

x(t)
y(t)

)
, A =

(
1 −1
−1 1

)
.

از عبارتست دستͽاه مشخصه معادله صورت این در

CE : det(λI2−A) = 0 :

∣∣∣∣∣∣ λ−1 1
1 λ−1

∣∣∣∣∣∣ = 0 : λ3−2λ = 0, =⇒ λ = 0,2.

AX⃗1 = λ1X⃗1 و X⃗1 =

(
α
β

)
فرضکنیم λ2.اگر = 2 و λ1 = 0 است: داده رخ ٣.۴.۵ از الف پسحالت

بایستͬ: صورت، )دراین
1 −1
−1 1

)(
α
β

)
= 0

(
α
β

)
=⇒

{
α−β = 0
−α+β = 0 =⇒ α = β;

که نمود فرض مͬ�توان بنابراین،

X⃗1 =

(
1
1

)
.

داریم: ،AX2 = λ2X2 و X⃗2 =

(
α
β

)
فرض با مشابه صورت به .β = 1 فرضکردیم بود، دلخواه β چون

(
1 −1
−1 1

)(
α
β

)
= 2

(
α
β

)
, =⇒

{
α−β = 2α,
−α+β = 2β, =⇒ α = −β;

که نمود فرض مͬ�توان بنابراین،

X⃗2 =

(
1
−1

)
.

از عبارتست E دستͽاه عمومͬ جواب ٣.۴.۵ به بنا پس .β = −1 کردیم فرض بود، دلخواه β چون

S :
(

x
y

)
= Ae0t

(
1
1

)
+Be2t

(
1
−1

)
= A

(
1
1

)
+Be2t

(
1
−1

)
نتیجه در

S : x = A+Be2t, y = A−Be2t.

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .۵.۴.۵

E :
dx
dt
= 2x+3y,

dy
dt
= 2x+ y.

٢١۴ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادلات دستͽاه .۴.۵

معادله صورت، این در . A =
(

2 3
2 1

)
آن در که نوشت، مͬ�توان X⃗′ = X⃗ صورت به را دستͽاه این حل:

از عبارتست E دستͽاه مشخصه

CE :

∣∣∣∣∣∣ λ−2 −3
−2 λ−1

∣∣∣∣∣∣ = 0,

: (λ−2)(λ−1)−6 = 0, =⇒ λ1 = −1,λ2 = 4.

این در .AX⃗2 = λ2X⃗2 و AX⃗1 = λ1X⃗1 که هستند بردارهایͬ X⃗2 =

(
γ
θ

)
و X⃗1 =

(
α
β

)
کنیم فرض

)صورت
2 3
2 1

)(
α
β

)
= −

(
α
β

)
, =⇒

{
2α+3β = −α,
2α+β = −β, =⇒ α = −β;

که نمود فرض مͬ�توان بنابراین،

X⃗1 =

(
1
−1

)
,

مشابه صورت )به
2 3
1 3

)(
γ
θ

)
= 4

(
γ
θ

)
, =⇒

{
2γ+3θ = 4γ,
2γ+ θ = 4θ, =⇒ θ =

2
3
γ;

که نمود فرض مͬ�توان بنابراین،

X⃗2 =

(
3
2

)
.

از عبارتست E دستͽاه عمومͬ جواب ٣.۴.۵ به بنا پس، دلخواهند. γ و θ که شود توجه

S :
(

x
y

)
= Ae−t

(
1
−1

)
+Be4t

(
3
2

)
,

دیͽر بعبارت

S : x = Ae−t +3Be4t, y = −Ae−t +2Be4t.

دلخواهند. ثابت اعداد B و A که

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .۶.۴.۵

E :
dx
dt
= x− y,

dy
dt
= x+3y.

٢١۵ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادلات دستͽاه .۴.۵ دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل

مشخصه معادله نوشت. مͬ�توان X′ = AX صورت به را دستͽاه این ، A =
(

1 −1
1 3

)
فرض با حل:

از عبارتست دستͽاه این

CE :

∣∣∣∣∣∣ λ−1 1
−1 λ−3

∣∣∣∣∣∣ = 0,

: λ2−4λ+4 = 0, =⇒ λ1 = λ2 = 2.

که هستند بردارهایͬ X⃗2 =

(
γ
θ

)
و X⃗1 =

(
α
β

)
کنیم فرض است. داده رخ ٣.۴.۵ از ب حالت پس

صورت: این در .AX⃗1 = X⃗2+λ1X⃗1 و AX⃗2 = λ1X⃗2
(

1 −1
1 3

)(
γ
θ

)
= 2

(
γ
θ

)
,(

1 −1
1 3

)(
θ
β

)
=

(
γ
θ

)
+2

(
α
β

)
,

=⇒


γ− θ = 2γ,
γ+3θ = 2θ,
α−β = γ+α,
α+3β = θ+2β,

=⇒
{
θ = −γ,
α+β = θ.

صورت: این در .β = 0 و γ = 1 کنیم فرض مͬ�توانیم دلخواهند، β و γ چون

X⃗(1)
1 =

(
−1
0

)
, X⃗(1)

2 =

(
1
−1

)
, =⇒ U⃗1 =

{(
−1
0

)
+ t

(
1
−1

)}
.

داریم: β = 1 و γ = 0 فرض با مشابه، صورت به

X⃗(2)
1 =

(
−1
0

)
, X⃗(2)

2 =

(
0
0

)
, =⇒ U⃗2 =

(
−1
1

)
,

از عبارتست E عمومͬ جواب لذا و

S :
(

x
y

)
= (AU⃗1+BU⃗2)e2t

=

{
A
(
−1
1

)
+B

(
−1
0

)
+Bt

(
1
−1

)}
e2t

دیͽر بعبارت

S : x(t) = (−(A+B)+Bt)e2t, y(t) = (A−Bt)e2t.

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .٧.۴.۵

E :
dx
dt
= 2x+ y,

dy
dt
= 4y− x.

E مشخصه معادله نوشت. مͬ�توان X′ = AX صورت به را دستͽاه این A =
(

2 1
4 −1

)
فرض با حل:

از عبارتست

CE :

∣∣∣∣∣∣ λ−2 −1
−4 λ+1

∣∣∣∣∣∣ = 0

: λ2−6λ+9 = 0 =⇒ λ1 = λ2 = 3.

٢١۶ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادلات دستͽاه .۴.۵

AX2 = 3X2 که هستند بردارهایͬ X⃗2 =

(
γ
θ

)
و X⃗1 =

(
α
β

)
فرضکنیم است. ٣.۴.۵ از حالتب یعنͬ

بنابراین: .AX1 = X2+3x1 و
(

2 1
4 −1

)(
γ
θ

)
= 3

(
γ
θ

)
,(

2 1
4 −1

)(
α
β

)
=

(
γ
θ

)
+3

(
α
β

)
,
=⇒


2γ+ θ = 3γ,
4γ− θ = 3θ,
2α+β = γ+3α,
4α−β = θ+3β,

=⇒
{
θ = γ,
β = γ+α.

داریم: α = 0 و γ = 1 فرض با دلخواهند، α و γ چون

X⃗(1)
1 =

(
0
1

)
, X⃗(1)

2 =

(
1
1

)
, =⇒ U⃗1 =

(
0
1

)
= t

(
1
1

)
.

داریم: α = 1 و γ = 0 فرض با همچنین،

X⃗(2)
1 =

(
1
1

)
, X⃗(2)

2 =

(
0
0

)
, =⇒ U⃗2 =

(
1
1

)
.

از عبارتست E عمومͬ جواب ٣.۴.۵ به بنا پس

S :
(

x
y

)
=

{
AU⃗1+BU⃗2

}
e3t

=

{
A
(

1
1

)
+B

(
0
1

)
+Bt

(
1
1

)}
e3t,

نتیجه در

S : x(t) = (A+Bt)e3t, y(t) = (A+B+Bt)e3t.

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .٨.۴.۵

E :
dx
dt
= x−5y,

dy
dt
= 2x− y.

این مشخصه معادله نوشت. مͬ�توان X⃗′ = AX⃗ شͺل به را دستͽاه ،A =
(

1 −5
2 −1

)
فرض با حل:

از عبارتست دستͽاه

CE :

∣∣∣∣∣∣ λ−1 5
−2 λ+1

∣∣∣∣∣∣ = 0,

: λ2+9 = 0, =⇒ λ = 0±3i.

و X⃗2 =

(
c
d

)
، X⃗1 =

(
a
b

)
کنیم فرض حال .β = 3 و α = 0 است: داده رخ ٣.۴.۵ از ج حالت پس

صورت این در .A(X⃗1+ iX⃗2) = (0+3i)(X⃗1+ iX⃗2)(
1 −5
2 −1

)(
a+ ci
b+di

)
= 3i

(
a+ ci
b+di

)
, =⇒

{
(a−5b)+ (c−5d)i = −3c+3ai,
(2a−b)+ (2c−d)i = −3d+3bi,

=⇒
{

a−5b = −3c, c−5d = 3a,
2a−b = −3d, 2c−d = 3b, =⇒

{
a = 5b−3c,
d = 2c−3b.

٢١٧ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادلات دستͽاه .۴.۵ دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل

و d = 2 ،a = −3 داریم c = 1 و b = 0 فرض با دلخواهند. b,c که

X⃗(1)
1 =

(
−3
0

)
, X(1)

2 =

(
1
2

)
نتیجه در

U⃗1 = e0t(cos3t+ isin3t)(X⃗(1)
1 + iX⃗(1)

2 ),

= (cos3t+ isin3t)
(
−3+ i

2i

=

(
−3cos3t− sin3t+ (cos3t−3sin3t)i

−2sin3t+2cos3ti

)
.

و d = −3 و a = 5 داریم c = 0 و b = 1 فرض با مشابه صورت به

X⃗(2)
1 =

(
5
1

)
, X⃗(2)

2 =

(
0
−3

)
نتیجه در

U⃗2 = e0t(cos3t+ isin3t)(X⃗(2)
1 + iX⃗(2)

2 ),

= (cos3t+ isin3t)
(

5
1−3i

)
=

(
5cos3t+5isin3t

cos3t+3sin3t+ (sin3t−3cos3t)i

)
.

که V⃗1+ V⃗2 از عبارتست E عمومͬ جواب بنابراین،

V⃗ = AU⃗1+BU⃗2 = V⃗1+ iV⃗2,

V⃗1 = A
(
−3cos3t−3sin3t
−2sin3t

)
+B

(
5cos3t

cos3t+3sin3t

)
,

V⃗2 = A
(

cos3t−3sin3t
2cos3t

)
+B

(
5sin3t

sin3t−3cos3t

)
.

پس:

S :
(

x
y

)
= V⃗1+ V⃗2,

:
{

x(t) = (−2A+5B)cos3t+ (−6A+5B) sin3t,
y(t) = (−2A+4B) sin3t+ (2A−2B)cos3t.

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .٩.۴.۵

E :
dx
dt
= 3x−3y,

dy
dt
= 3x− y.
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دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل ثابت ضرایب با همͽن خطͬ معادلات دستͽاه .۴.۵

این مشخصه معادله نوشت. مͬ�توان X′ = X شͺل به را دستͽاه این A =
(

3 −3
3 −1

)
فرض با حل:

دستͽاه:

CE :

∣∣∣∣∣∣ λ−3 3
−3 λ+1

∣∣∣∣∣∣ = 0

: λ2−2λ+6 = 0 =⇒ λ = 1±
√

5i,

A(X⃗1+ iX⃗2)= و X⃗2 =

(
c
d

)
،X⃗1 =

(
a
b

)
فرضکنیم حال است. داده رخ ٣.۴.۵ پسحالتج است.

صورت: این در .(1+
√

5i)(X⃗1+ iX⃗2)(
3 −3
3 −1

)(
a+ ci
b+di

)
= (1+

√
5i)

(
+ci

b+di

)
,

=⇒
{

3(a+ ci)−3(b+di) = (1+
√

5i)(a+ ci),
3(a+ ci)− (b+di) = (1+

√
5i)(b+di),

=⇒
{

3−3b = a−
√

5c,3−b = b−
√

5d,
3c−3d =

√
5+ c,3c−d = d+

√
5b,

=⇒
{

a = (3b− c
√

5)/2,
d = (3c−b

√
5)/2.

و: d = 3 و a = −
√

5 صورت این در .c = 2 و b = 0 مͬ�کنیم فرض b,c بودن دلخواه به توجه با

X⃗(1)
1 =

(
−
√

5
0

)
, X⃗(1)

2 =

(
2
3

)
نتیجه در

U⃗1 = (et cos
√

5t+ iet sin
√

5t)
{(
−
√

5
0

)
+ i

(
2
3

)}
,

= et
(
−
√

5cos
√

5t−2sin
√

5t
−3sin

√
5t

)
+ iet

(
−
√

5sin
√

5t+2cos
√

5t
cos
√

5t

)
.

و: d = −
√

5 و a = 3 صورت این در .c = 0 و b = 2 مͬ�کنیم فرض بعد، مرحله

X⃗(2)
1 =

(
3
2

)
, X⃗(2)

2 =

(
0
−
√

5

)
نتیجه در

U⃗2 = et(cos
√

5t+ isin
√

5t)
{(

3
2

)
+ i

(
0
−
√

5

)}
,

= et
(

3cos
√

5t
2cos

√
5t+
√

5sin
√

5t

)
+ iet

(
3sin

√
5

2sin
√

5t−
√

5cos
√

5t

)
.
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که V⃗1+ V⃗2 از عبارتست E عمومͬ جواب ٣.۴.۵ مطابق بنابراین،

V⃗ = AU⃗1+BU⃗2 = V⃗1+ V⃗2,

V⃗1 = Aet
(
−
√

5cos
√

5−2sin
√

5t
−3sin

√
5t

)
+Bet

(
3cos

√
3t

2cos
√

5t+
√

5sin
√

5t

)
,

V⃗2 = Aet
(
−
√

5sin
√

5t+2cos
√

5t
cos
√

5t

)
+Bet

(
3sin

√
5t

2sin
√

5t−
√

5cos
√

5t

)
.

دلخواهند. ثابت اعداد B و A که

کنید: حل را زیر دستͽاههای از ͷی هر تمرینات .١٠.۴.۵

1)
{

x′ = 3x,
y′ = 2x− y, 2)

{
x′ = 3x−2y,
y′ = 2x−2y, 3)

{
x′ = 7x+ y,
y′ = −9x−3y,

4)
{

x′ = x− y,
y′ = 2x+4y, 5)

{
x′ = 5x+4y,
y′ = −4x−5y, 6)

{
x′ = −x/2+3y,
y′ = 5x+3y,

7)
{

x′ = 6x+ y,
y′ = 2x+ y, 8)

{
x′ = 5x+3y,
y′ = −3x+ y, 9)

{
x′ = x+4y,
y = x+ y,

10)
{

x′ = 2x+ y,
y′ = −2x+4y, 11)

{
x′ = 3x− y,
y′ = x+3y, 12)

{
x′ = −5x+ y,
y′ = −4x−3y,

13)
{

x′ = 2x− y,
y′ = 4x+2y, 14)

{
x′ = −x−3y,
y′ = 3x− y, 15)

{
x′ = 5x−2y,
y′ = 4x− y,

16)
{

x′ = 3x+2y,
y′ = −2x+ y, 17)

{
x′ = −4x+ y,
y′ = 2x+ y, 18)

{
x′ = 4x+ y,
y′ = −x+4y,

19)
{

x′ = x−2y,
y′ = 3x+3y, 20)

{
x′ = −5x−8y,
y′ = 2x− y, 21)

{
x′ = 2x− y,
y′ = x+3y,

22)
{

x′ = x+ y/6,
y′ = −3x+2y, 23)

{
x′ = −5x+3y,
y′ = 4x+3y, 24)

{
x′ = −5x− y,
y′ = 4x− y,

25)
{

x′ = 4x−3y,
y′ = 3x−2y, 26)

{
x′ = −x−4y,
y′ = 4x+7y, 27)

{
x′ = −2x+2y,
y′ = −2x+2y,

28)
{

x′ = x+9y,
y′ = −x−5y, 29)

{
x′ = −x−8y,
y′ = x/2+3y, 30)

{
x′ = y,
y′ = −9x+6y.

همͽن غیر خطͬ دستͽاه حل در پارامتر تغییر روش ۵.۵ بخش

X⃗′ = دوم مرتبۀ و ثابت ضرایب با خطͬ معادلات دستͽاه بخواهیم کنید فرض حل روش .١.۵.۵
X′ = AX همͽن دستͽاه برای بنیادی جوابهای از مجموعه�ای X⃗2 و X⃗1 فرضکنید کنیم. حل را AX⃗ , F

توابع که است Xp = c1X⃗1 + c2X⃗2 شͺل به همͽن غیر دستͽاه خصوصͬ جواب صورت این در است.
مͬ�کنند. صدق c′1X⃗1+ c′2X⃗2 = F⃗ معادلۀ در c2 و c1
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کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .٢.۵.۵

E :
dx
dt
= −2x−4y+4t+1,

dy
dt
= −x+ y+

3
2

t2.

کنیم: فرض حل:

A =
(
−2 −4
−1 1

)
, X⃗ =

(
x
y

)
, F⃗ =

(
4t+1

3
2 t2

)
.

عبارتست دستͽاه این مشخصۀ معادلۀ نوشت. مͬ�توان X′ = AX+F شͺل به را E دستͽاه صورت دراین
از

CE :

∣∣∣∣∣∣ λ+2 4
1 λ−1

∣∣∣∣∣∣ = 0

: λ2+λ−6 = 0 =⇒ λ1 = +2,λ2 = −3.

صورت این در ،AX⃗1 = 2X⃗1 و X⃗1 =

(
α
β

)
کنیم )فرض

−2 −4
−1 1

)(
α
β

)
= 2

(
α
β

)
,=⇒

{
−2α−4β = 2α,
−α+β = 2β, =⇒ β = −α,

که نمود فرض مͬ�توان بنابراین،

X1 =

(
1
−1

)
.

داریم AX⃗2 = −3X⃗2 و X⃗1 =

(
α
β

)
فرض با اکنون .α = 1 کرده�ایم فرض α بودن دلخواه دلیل به )که

−2 −4
−1 1

)(
α
β

)
= −3

(
α
β

)
,=⇒

{
−2α−4β = −3α,
−α+β = −3β, =⇒ α = 4β,

که نمود فرض مͬ�توان بنابراین،

X2 =

(
4
1

)
,

از عبارتست E همͽن معادلۀ عمومͬ جواب پس .β = 1 کرده�ایم فرض β بودن دلخواه دلیل به که

X⃗h = AX⃗1e2t +BX⃗2e−3t,

.X⃗p = c1X⃗1e2t + c2X⃗2e3t مͬ�کنیم فرض ١.۵.۵ به نظر با اکنون دلخواهند. ثابت اعداد B و A که
بنابراین

c′1X⃗1e2t + c′2X⃗2e−3t = F⃗, =⇒

 c′1e2t +4c′2e−3t = 4+1,

−c′1e2t + c′2e−3t =
3
2

t2,

(
e2t 4e−3t

−e2t e−3t

)(
c′1
c′2

)
=

 4t+1
3
2

t2

 ,=⇒


c′1 = −
1
5

(6t2−4t−1)e−2t,

c′2 =
1
10

(3t2+8t+2)e3t.
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داریم: گیری انتͽرال با نتیجه در

c1(t) =
1
5

(t+3t2)e−2t, c2(t) =
1
10

(t2+2t)e3t.

است: چنین E خصوصͬ جواب بنابراین و

X⃗p = c1X1e2t + c2X2e−3t

=
1
5

(3t2+ t)
(

1
−1

)
+

1
10

(t2+2t)
(

4
1

)
.

از عبارتست آن عمومͬ جواب و

S : X⃗ = X⃗p+ X⃗h

=

(
t2+ t
−t2/2

)
+Ae2t

(
1
−1

)
+Be−3t

(
4
1

)
,

بنابراین

S : x(t) = t2+ t+Ae2t +4Be3t, y(t) = − t2

2
−Ae2t +Be−3t.

دلخواهند. ثابت اعداد B و A که

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .٣.۵.۵

E :
dx
dt
= −3x+2t+2t,

dy
dt
= −3y+ t+1.

که نوشت مͬ�توان X′ = AX+F شͺل به را دستͽاه این حل:

A =
(
−3 2
0 −3

)
, F⃗ =

(
2t

t+1

)
, CE : (λ+3)2 = 0.

بنابراین .AX⃗1 = X⃗2−3X⃗1 و AX⃗2 = −3X⃗2 هستند بردارهایͬ X⃗2 =

(
γ
θ

)
و X⃗1 =

(
α
β

)
فرضکنیم


(
−3 2
0 −3

)(
γ
θ

)
= −3

(
γ
θ

)
,(

−3 2
0 −3

)(
α
β

)
=

(
γ
θ

)
−3

(
α
β

)
,
=⇒


−3γ+2θ = −3γ,
−3θ = −3θ,
−3α+2β = γ−3α,
−3β = θ−3β,

=⇒
{
θ = 0,
γ = 2β.

داریم: β = 0 و α = 1 فرض با دلخواهند. β و αپس

X⃗(1)
1 =

(
1
0

)
, X⃗(1)

2 =

(
0
0

)
=⇒ U⃗1 =

(
1
0

)
.
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داریم: نیز β = 1 و α = 0 فرض

X⃗(2)
1 =

(
0
1

)
, X⃗(2)

2 =

(
2
0

)
=⇒ U⃗2 =

(
0
1

)
+ t

(
2
0

)
.

از عبارتست Ek عمومͬ جواب بنابراین،

Sh :
(

xh
yh

)
= Ae−3tU1+Be−3tU2

=

{(
1
0

)
+B

(
0
1

)}
e−3t +Bte−3t

(
2
0

)
,

نتیجه در

Sh : xh(t) = Ae−3t +2Bte−3t, yh(t) = Be−3t.

در که هستند دلخواهͬ توابع c2 و c1 که X⃗p = c1e−3tU⃗1+c2e−3tU⃗2 فرضمͬ�کنیم ١.۵.۵ به نظر حال
بنابراین: مͬ�کنند. صدق c′1e−3tU⃗1+ c′2e−3tU⃗2 = F⃗ معادلۀ

c′1e−3t
(

1
0

)
+ c′2e−3t

(
2t
1

)
=

(
2t

t+1

)
,

{
c′1+2tc′2 = (2t)e3t,
c′2 = (t+1)e3t,

=⇒
{

c′1 = −2t2e3t,
c′2 = (t+1)e3t,

=⇒


c1 =

−2
27

(9t2−6t+2),

c1 =
1
9

(3t+2).

بنابراین:

X⃗p = c1e−3tU⃗1+ c2e−3tU⃗2 =


4
27

(6t−1)

1
9

(3t+2)

 .
از عبارتست E عمومͬ جواب و

S : X⃗ = X⃗p+ X⃗h,

:
(

x
y

)
=

1
27

(
24t−4
9t+6

)
+Ae−3t

(
1
0

)
+Be−3t

(
2t
1

)
,

نتیجه در

S : x(t) = Ae−3t +2Be−3t +
8
9

t− 4
27
, y(t) = Be−3t +

t
3
+

2
9
.

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .۴.۵.۵

E :
dx
dt
= −y+ sec t,

dy
dt
= x.
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که مͬ�نویسیم X′ = AX+F صورت به را دستͽاه این حل:

A =
(

0 −1
1 0

)
, F⃗ =

(
sec t

0

)
.

از عبارتست E مشخصۀ معادلۀ

CE :

∣∣∣∣∣∣ λ 1
−1 λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 : λ2+1 = 0 : λ = 0±1 i.

صورت این در .A(X⃗1+ iX⃗2) = i(X⃗1+ iX⃗2) و X⃗2 =

(
c
d

)
،X⃗1 =

(
a
b

)
کنیم فرض

(
0 −1
1 0

)(
a+ ci
b+di

)
+ i

(
a+ ci
b+di

)
,=⇒

{
−b−di = −c+ai,
a+ ci = −d+bi, =⇒

{
d = −a,
b = c.

و b = 0 و d = −1 داریم c = 0 و a = 1 فرض با دلخواهند، c و a پس

X⃗(1)
1 =

(
1
0

)
, X(1)

2 =

(
0
1

)
, =⇒ U⃗1 = eat(cos t+ isin t)

{(
1
0

)
+ i

(
0
−1

)}
,

=⇒ U⃗1 =

(
cos t
sin t

)
+ i

(
sin t
−cos t

)
.

و b = 1 و d = 0 داریم نیز c = 1 و a = 0 فرض با

X⃗(2)
1 =

(
0
1

)
, X(2)

2 =

(
1
0

)
, =⇒ U⃗2 = e0t(cos t+ isin t)

{(
0
1

)
+ i

(
1
0

)}
,

=⇒ U⃗2 =

(
−sin t
cos t

)
+ i

(
cos t
sin t

)
.

که V⃗1+ V⃗2 از عبارتست E به نظیر Eh همͽن دستͽاه عمومͬ جواب بنابراین،

V⃗1+ iV⃗2 = AU⃗1+BU⃗2

=

(
Acos t−Bsin t
Asin t+Bcos t

)
+ i

(
Asin t+Bcos t
−Acos t+Bsin t

)
X⃗p = V⃗1+ V⃗2

= A
(

cos t+ sin t
sin t− cos t

)
+B

(
−sin t+ cos t
cos t+ sin t

)
.

کنیم فرض ١.۵.۵ به نظر حال

X⃗p = c1

(
cos t+ sin t
sin t− cos t

)
+ c2

(
−sin t+ cos t
cos t+ sin t

)
.
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مͬ�کنند: صدق زیر معادلۀ در c2 و c1 که

c′1

(
cos t+ sin t
sin t− cos t

)
+ c′2

(
−sin t+ cos t
cos t+ sin t

)
=

(
sec t

0

)
.

داریم: }بنابراین،
c′1 = − tan t,
c′2 = −1, =⇒

{
c1 = ln |cos t|,
c2 = −t.

از عبارتست E خصوصͬ جواب و

X⃗p =

(
t cos t− sin t ln |cos t|
t sin t+ cos t ln |cos t|

)
.

از عبارتست E عمومͬ جواب پس،

S : X⃗ = X⃗p+ X⃗h,

:
(

x
y

)
=

(
t cos t− sin t ln |cos t|
t sin t+ cos t ln |cos t|

)
+A

(
cos t+ sin t
sin t− cos t

)
+B

(
−sin t+ cos t
cos t+ sin t

)
,

بنابراین

S :
{

x = A(cos t+ sin t)+B(cos t− sin t)+ t cos t− sin t ln |cos t|,
y = A(sin t− cos t)+B(cos t+ sin t)+ t sin t+ cos t ln |cos t|.

کنید: حل را شده داده دستͽاههای از ͷی هر تمرینات .۵.۵.۵

1)
{

x′+2x− y = −e2t,
y′+3x−2y = 6e2t,

2)
{

x′ = x+ y− cos t,
y′+ y+2x = cos t+ sin t,

3)
{

x′ = y+ tan2 t−1,
y′+ x = tan t, 4)

{
x′+4x+2y = 2/(et −1),
y′ = 6x+3y−3/(et −1),

5)
{

x′ = y,
y′+ x = 1/cos t, 6)

{
x′ = 3x−4y+1,
y′ = 2x−3y+ t.

لاپلاس روش از استفاده ۶.۵ بخش

دستͽاه ͷی در موجود معادلات ͷت�ͷت بر لاپلاس تبدیل اعمال با روش این در روشلاپلاس .١.۶.۵
معͺوس، لاپلاس تبدیل گیری بͺار و دستͽاه این حل از پس مͬ�رسیم. جبری معادلۀ ͷی به معادلات،

آمد. خواهد بدست مساله جواب

کنید: حل را زیر دستͽاه مثال .٢.۶.۵

E :
dx
dt
= −7x+ y+5,

dy
dt
= −2x−5y−37t, x(0) = y(0) = 0.
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داریم: شده داده معادلات طرفین از گرفتن لاپلاس با حل:
sL

{
x
}
− x(0) = −7L

{
x
}
+L

{
y
}
+

5
s
,

sL
{
y
}
− y(0) = −2L

{
x
}
−5L

{
y
}
− 37

s2 ,

=⇒


(x+7)X+7Y =

5
s
,

2X+ (s+5)Y = −37
s2 .

اینͺه نتیجه ،Y =L {y} و X =L
{
x
}
که

X(s) =
5s2+25s−37

s2(s2+125+37)
, Y(s) =

−47s−259
s2(s2+12s+37)

.

داریم: بنابراین،

x(t) = L −1
{
X(s)

}
= L −1

{
1
s
− 1

s2 −
s+6

(s+6)2+1

}
= 1− t− e−6tL −1

{ s
s2+1

}
= 1− t− e−6t cos t,

y(t) = L −1
{
Y(s)

}
= L −1

{
1
s
− 7

s2 −
s+6

(s+6)2+1
+

1
(s+6)2+1

}
= 1−7t− e−6tL −1

{ s
s2+1

}
+ e−6tL −1

{
1

s2+1

}
= 1−7t− e−6t cos t+ e−6t sin t.

کنید: حل را شده داده معادلات دستͽاه مثال .٣.۶.۵

E :
dx
dt
= 2x+3y+ t,

dy
dt
= −3x+2y, x(0) = −1, y(0) = 0.

داریم: Y =L {y} و X =L
{
x
}
فرض شده داده معادلات طرفین از گرفتن لاپلاس با حل:

sL
{
x
}
− x(0) = 2L

{
X
}
+3L

{
y
}
+

1
s2 ,

sL
{
y
}
− y(0) = −3L

{
x
}
+2L

{
y
}
,

=⇒

 (s−2)X(s)−3Y(s) = 1+
1
s2

3X(s)+ (s−2)Y(s) = 0

=⇒


X(s) =

(s2+1)(s−2)
s2(s2+4s+13)

,

Y(s) = − 3(s2+1)
s2(s2+4s+13)

,
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داریم: بنابراین،

x(t) = L −1
{
X(s)

}
= L −1

{
− 2

13
.
1
s
+

3
4
.

1
s2 +

15
13
.

s+2
(s+2)2+32 −

503
156

.
3

(s+2)2+32

}
= − 2

13
+

3
4

s+
15
13

e−2tL −1
{ s

s2+32

}
− 503

156
e−2tL −1

{
3

s2+32

}
= − 2

13
+

3
4

t+
15
13

e−2t cos3t− 503
156

e−2t sin3t,

y(t) = L −1
{
Y(s)

}
= L −1

{
12

169
.
1
s
− 3

13
.

1
s2 −

12
169

.
s+2

(s+2)2+32 −
171
169

.
3

(s+2)2+32

}
=

12
169
− 3

13
t− 12

169
e−2t cos3t− 171

169
e−2t sin3t.

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .۴.۶.۵

E :


d2x
dt2 +

dy
dt
= 4x, x(0) = 0, x′(0) = 1,

4
dx
dt
− d2y

dt2 = 9y, y(0) = 0, y′(0) = 2.

داریم: Y =L {y} و X =L
{
x
}
فرض و شده داده دستͽاه معادلات از گرفتن لاپلاس با حل:

 s2L
{
x
}
− sx(0)− x′(0)+ sL

{
y
}
− y(0) = 4L

{
x
}
,

4sL
{
x
}
−4x(0)− s2L

{
y
}
+ sy(0)+ y′(0) = 9L

{
y
}
,

=⇒
{

(s2−4)X+ sy = 0,
4sX− (s2+9)Y = s−2, =⇒


X(s) =

s2−2s
s2+9s2−36

,

Y(s) = − (s−2)(s2−4)
s2+9s2−36

.

داریم: بنابراین،

x(t) = L −1
{
X(s)

}
= L −1

 2
15
.

s
s2+12

+
4
5
.

1
s2+12

− 2+
√

3
30

.
1

s+
√

3
− 2−

√
3

30
.

1

s−
√

3


=

2
15

cos
√

12+
4

5
√

12
sin
√

12t− 2+
√

3
30

e−
√

3t − 2−
√

3
30

e
√

3t,
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y(t) = L −1
{
Y(s)

}
= L −1

16
15
.

s
s2+12

+
32
15
.

1
s2+12

+
2+
√

3

30
√

3
.

1

s+
√

3
− 2−

√
3

30
√

3
.

1

s−
√

3

 .
کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .۵.۶.۵

S : x′+3x−4y = cos t, y′−3y+2x = t, x(0) = 0, y(0) = 1.

مͬ�گیریم: لاپلاس شده، داده دستͽاه معادلات طرفین از ابتدا حل:
sL

{
x
}
− x(0)+3L

{
x
}
−4L

{
y
}
=

s
s2+1

,

sL
{
y
}
− y(0)−3L

{
y
}
+2L

{
x
}
=

1
s2 ,

داریم ،Y =L {y} و X =L
{
x
}
فرض با

(s+3)X−4Y =
s

s2+1
,

2X+ (s−3)Y =
1+ s2

s2 ,

=⇒


X(s) =

7/2
s−1

− 5
s+1

+
1
2

3s+1
s2+1

− 4
s2 ,

Y(s) =
7/2
s−1

− 5/2
s+1

+
s

s2+1
− 1

s
− 3

s2 ,

=⇒


x(t) =L −1

{
X(s)

}
=

7
2

et −5−t +
3
2

cos t+
1
2
,sin t−4t

y(t) =L −1
{
Y(s)

}
=

7
2

et − 5
2

e−t + cos t−3t−1.

کنید: حل را زیر معادلات دستͽاه مثال .۶.۶.۵
x′′ = 3(y− x+ z), x(0) = 0, x′(0) = 0,
y′′ = x− y, y(0) = 0, y′(0) = −1,
z′′ = −z, z(0) = 1, z′(0) = 0.

داریم: شده داده معادلات از ͷی هر لاپلاس محاسبۀ با حل:


s2X = 3(Y −X+Z)
s2Y +1 = X+Y
s2Z− s = −Z

=⇒



X =
3(s−1)

s2(s2+4)

Y =
3(s−1)

s2(s2+1)(2+4)
− 1

s2+1

Z =
s

s2+1
داریم: معͺوس لاپلاس محاسبۀ با اکنون،

x(t) =
3
4

(1− t)− 3
4

cos2t+
3
8

sin2t

y(t) =
3
4

(1− t)+
1
4

cos2t− 1
8

sin2t− cos t

z(t) = cos t

٢٢٨ —١٣٩١ اردیبهشت ١١ رسانͬ: بروز —آخرین



دیفرانسیل معادلات دستͽاه .۵ فصل لاپلاس روش از استفاده .۶.۵

کنید: حل را شده داده دستͽاههای از ͷی هر تمرینات .٧.۶.۵

1)
{

x′− y′−2x+2y = 1−2t, x(0) = 0, x′(0) = 0,
x′′+2y′+ x = 0, y(0) = 0,

2)
{

x′′−3x′+2x+ y′− y = 0, x(0) = 0, x′(0) = 0,
−x′+ x+ y′′−5y′+4y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0,

3)
{

2x′′− x′+9x− y′′− y′−3y = 0, x(0) = 1, x′(0) = 1,
2x′′+ x′+7x− y′′+ y′−5y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0,

4)
{

x+ y = 0, x(0) = 1,
y′+ x = 0, y(0) = −1, 5)

{
x′+ x = y+ et, x(0) = 1,
y′+ y = x+ et, y(0) = 1,

6)
{

x′ = −x+ y+ z+ et, x(0) = 0,
z′ = x+ y+ z+4, z(0) = 0, 7)


x′ = −y− z, x(0) = −1,
y′ = −x− z, y(0) = 0,
z′ = −x− y, z(0) = 1,

8)


tx′ = −x+ y+ z+ t, x(1) = 0,
ty′ = x− y+ z+ t3, y(1) = 0,
tz′ = x+ y+ z+4, z(1) = 0,

9)


3tx′ = 2x+ y− z, x(1) = 1,
2ty′ = x+3y+ z, y(1) = 1,
6tz′ = −x+7y+5z, z(1) = 1,

10)


x′+ y′ = 2sinh t, x(0) = 1,
y′+ z′ = et, y(0) = 1,
x′+ z′ = 2et + et, z(0) = 0.

کنید: حل را شده داده انتͽرالͬ معادلات دستͽاه مثال .٨.۶.۵

E :


φ1(x) = x+

∫ x

0
e−(x−t)φ1(t)dt+

∫ x

0
(x− t)φ2(t)dt,

φ2(x) = 1+
∫ x

0
sinh(x− t)φ1(t)dt−

∫ x

0
e(x−t)φ2(t)dt.

داریم ،Φi =L
{
φi

}
وفرض معادلات از ͷی هر طرف دو از گرفتن لاپلاس با حل:


Φ1(s) =

1
s2 +

1
s+1

Φ1(s)+
1
s2 Φ2(s),

Φ2(s) =
1
s2 +

1
s2+1

Φ1(s)− 1
s−1

Φ2(s).
=⇒


Φ1(s) =

s2+ s−1
s(s−1)(s2+1)

,

Φ2(s) =
s3− s2+1

(s−1)(s+1)(s2+1)
.

داریم: گیری معͺوس لاپلاس با بنابراین

φ1(x) = L −1
{
Φ1(s)

}
= L −1

{
1
s
+

1
2
.

1
s−1

+
1
2
.

1
s2+1

− 3
2

s
s2+1

}
= 1+

1
2

ex +
1
2

sin x− 3
2

cos x,
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φ2(x) = L −1
{
Φ2(s)

}
= L −1

{
1
2
.

s
s2+1

+
1
2
.

s
s2−1

− 1
s2+1

}
=

1
2

cos x− sin x+
1
2

cosh x.

کنید: حل را شده داده دستͽاههای از ͷی هر تمرینات .٩.۶.۵

1)


φ1(x) = 1−2

∫ x

0
e2(x−t)φ1(t)dt+

∫ x

0
φ2(t)dt,

φ2(x) = 4x−
∫ x

0
φ1(t)dt+4

∫ x

0
(x− t)φ2(t)dt,

2)


φ1(x) = ex+

∫ x

0
e2(x−t)φ1(t)dt−

∫ x

0
e(x−t)φ2(t)dt,

φ2(x) = −x−
∫ x

0
(x− t)φ1(t)dt+

∫ x

0
(x− t)φ2(t)dt,

3)


φ1(x) = x+

∫ x

0
φ1(t)dt+

∫ x

0
(x− t)φ2(t)dt,

φ2(x) = 1−
∫ x

0
e(x−t)φ1(t)dt+

∫ x

0
φ2(t)dt,

4)


φ1(x) = ex−

∫ x

0
φ1(t)dt+4

∫ x

0
e(x−t)φ2(t)dt,

φ2(x) = 1−
∫ x

0
e−(x−t)φ1(t)dt+

∫ x

0
φ2(t)dt,

5)


φ1(x) = 2x−

∫ x

0
(x− t)φ1(t)dt+

∫ x

0
φ2(t)dt,

φ2(x) = −2−4
∫ x

0
φ1(t)dt+3

∫ x

0
(x− t)φ2(t)dt,

6)


φ1(x) = 2−

∫ x

0
(x− t)φ1(t)dt−4

∫ x

0
φ2(t)dt,

φ2(x) = 1−
∫ x

0
φ1(t)dt−

∫ x

0
(x− t)φ2(t)dt,
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