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تبدیل لاپلاس -فصل پنجم

بدیل لاپلاس ت -5-1
fتبدیل لاپلاس تابع  (t)  که برايt  تعریف می شود را با نمادF(s)  یاL(f (t)) نمایش داده و عبارت است از  :

stL f(t) F(s) e f(t)dt , s( 
fرا تبدیل لاپلاس تابع  F(s)اگر انتگرال ناسره فوق موجود باشد، تابع  (t)  می نامیم و تابعf (t)  را تبدیل لاپلاس معکوسF(s) 

Lگوییم و آن را با نماد  [f (t)]1 نشان می دهیم .
]بر بازه  fاگر تابع  , ), مناسبی وجود دارد که  a(قطعه اي پیوسته و از مرتبه نمایی باشد، تبدیل لاپلاس آن موجود است  (

F(s)  برايs a همگرا شود و در این حالت همواره
s
Lim F(s)( . شرایط فوق صدق نکند اما تبدیل لاپلاس ممکن است تابعی در

. آن موجود باشد
]این تابع در بازه  tتابع را بر  قطعه اي پیوسته گوئیم هر گاه براي هر  , t], t] قطعه اي پیوسته باشد  .

]را بر fتابع , ), sttموجود باشد که  sي نامیم هر گاه از مرتبه نماي (

f (t)Lim
e

 st
t

( lim e f (t) ، چند جمله اي ها و ((

. توابع کراندار از مرتبه نمایی می باشند
L[f(t)]ایی باشند به طوري که دو تابع قطعه اي پیوسته و از مرتبه نم gو fاگر: قضیه لرچ L[g(t)]  آنگاه به جز در نقاط
fداریم  gو fناپیوستگی  (t) g(t) . ،پس در فضاي توابع قطعه اي پیوسته و از مرتبه نماییL  یک به یک است یعنیL [F(s)]1 

. به صورت منحصر به فرد مشخص می شود
که به کمک تعریف به دست می آیند و حفظ کردن آن ها ضروري است و به کمک آنها می توان  تبدیل لاپلاس برخی توابع مهم 

.  تبدیل لاپلاس معکوس توابع را نیز محاسبه نمود
F(s) L[f (t)] f (t)  F(s) L[f (t)] f (t) 

n
n!

s 1 nt  
s a
1 ate 

( )

s 1
1 t  a

s a2 2 sin at 

ase
s

 au (t)  s

s a2 2 cosat 

ase a (t)  a

s a2 2 sinh at 

T s t

Ts

e f (t)dt

e1

(
 

f تابعی متناوب با
 Tدوره تناوب 

 s

s a2 2 cosh at 

 
cدارند یعنی به ازاي  خاصیت خطیتبدیل لاپلاس و لاپلاس معکوس  , c R1 2 

L[c f (t) c f (t)] c L[f (t)] c L[f (t)]1 1 2 2 1 1 2 2 
L [c F (s) c F (s)] c L [F (s)] c L [F (s)]1 1 11 1 2 2 1 1 2 2 

: )هویساید(تابع پله اي 
auبا نمادهاي  aاین تابع براي  (t)  یاu(t a)  و یاH(t a) نمایش داده شده و به شکل زیر تعریف می گردد :

a
t a

U (t)
t a1
t a 

uبنابراین  (t) 1(t) uو  1 (t) .
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عامل هاي این . رحسب مجموع توابع پله اي نوشته و سپس تبدیل لاپلاس آن ها را محاسبه می کنیمتوابع چند ضابطه اي را ابتدا ب
: مجموع را می توان به هر یک از دو روش زیر به دست آورد

 . هر ضابطه ضربدر هویساید نقطه شروع بازه منهاي هویساید نقطه انتهاي بازه )1روش 
ابتدا ضابطه اول خود به عنوان یک  (بدر تابع هویساید نقطه شروع بازه ضابطه پایین ضابطه پایین منهاي ضابطه بالا ضر )2روش 

. )ضابطه پایین در نظر گرفته می شود
: )تابع ضربه(تابع دلتاي دیراك 

aاین تابع با نمادهاي  aبراي  (t)  یا(t a)  شود و به صورت زیر تعریف می شودنمایش داده می :
a(t) (t a) t at a 

aتابع  (t)  در نقطهt a داراي مقدار بی نهایت و در سایر نقاط صفر است .
: همچنین براي تابع دلتاي دیراك

(t a)dt , g(t) (t a)dt g(a)1 
تبدیل لاپلاس حاصلضرب توابع -5-2 
Lتبدیل لاپلاس                     مشتق از  (F (s)) t L (F(s))1 یا   1

nn n (n)L(t f (t)) ( ) F (s) L(t f (t)) F (s)
1

1 )1 
                                                                                              انتگرال از تبدیل لاپلاس  

s
f (t)L[ ] F(s)ds

t
 )2 

at                                                           قاعده اول انتقال   atL(e f (t)) F(s a) L F(s a) e L (F(s))1 1 )3   
asقاعده دوم انتقال                                           as

a aL(u (t)f (t)) e L(f (t a)) L (e F(s)) u (t)f (t a)1 )4 
as

aL( (t)f (t)) e f (a) )5 
)kثابت غیر صفر(       s tL(f (kt)) F( ) L (F(ks)) f ( )

k k k k
11 1 )6 

توابع شامل (را می دانیم می توان لاپلاس معکوس توابعی را محاسبه نمود که لاپلاس معکوس مشتق یا انتگرال آن  1به کمک رابطه 
همچنین براي حل معادلات دیفرانسیل خطی با ضرایب چند جمله اي می توان از این فرمول استفاده . )لگاریتم و یا معکوس مثلثاتی

نمود 

s :                fو تعریف تبدیل لاپلاس با  2به کمک رابطه  (t) dt F(s)ds
t

( )
t

 
   .معادلات دیفرانسیلی که طرف دوم آنها تابع دلتا باشد از تبدیل لاپلاس استفاده می شود حلبراي 

تبدیل لاپلاس مشتق  -5-3
fاگر  (t)  روي بازه[ , ), fاز مرتبه نمایی و پیوسته و  ( (t) قطعه اي پیوسته باشد آنگاه :

L(f (t)) sL(f (t)) f ( )( ) 
: قطعه اي پیوسته باشد fپیوسته و از مرتبه نمایی و  fو  fهمچنین اگر 

L(f (t)) s L(f (t)) sf ( ) f ( )2 ) f ( )) f) 
: و در حالت کلی داریم

n n n n (n ) (n )L(f (t)) s F(s) s f ( ) s f ( ) sf ( ) f ( )1 2 2 1)) s f ( ) sf ( ) f ( )n ( ) (n )( ) s f ( ) sf ( )( )( )( )n (n ) (n(n ) (nn (n ) (nn (n ) (n(n ) (n(nn (n ) (nn (n )(n ) (n(n 
. ابت می توان از روابط فوق بهره جستدر حل معادله دیفرانسیل خطی با ضرایب ث

fدر فرمول هاي بالا اگر مقدار  ( )( fیا  ( ( )( . نیز می توان استفاده کرد tموجود نباشد، به جاي آن ها از حد راست تابع در ... یا  (
بع قطعه اي پیوسته و از مرتبه نمایی در بی نهایت صفر می شود فرمول هاي مهم زیر با توجه به این مطلب که تبدیل لاپلاس هر تا

. و مشتقات آن در نقطه صفر به دست می آیندfبراي محاسبه مقدار

s
f ( ) lim s F(s)) lim s 
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s
f ( ) lim (s F(s) sf ( ))2) lim (s F(s) sf ( ))lim (s F(s)2 

(n)                                                        : و به همین ترتیب n n n (n )
s

f ( ) lim (s F(s) s f ( ) s f ( ) sf ( ))1 1 1n n n (n )) lim (s F(s) s f ( ) s f ( ) sf ( ))n n n (n )n n nlim (s F(s) s f ( ) s f ( )n n (nn nn n (nn n (n(nn nn n (nn n (nn n 
]تابعی قطعه اي پیوسته و از مرتبه نمایی بر fاگر , ), : باشد (

t s
lim f (t) lim s F(s)( ) 

تبدیل لاپلاس انتگرال  -5-4
fاگر تبدیل لاپلاس  (t)  برابرF(s)  باشد یعنیF(s) L(f (t)) آنگاه :

t
L f (t)dt F(s)

s
1( )( ) 

: و با لاپلاس معکوس گیري از طرفین رابطه بالا
t t

L ( F(s)) L (F(s))dt f (t)dt
s

1 11 ( )( ( ))( ( )) 
توابع  )پیچش یا تلفیق(کانولوشن  -5-5

fکانولوشن دو تابع (t) وg(t)  با نمادکه(f g)(t) یاf (t) g(t) شود، عبارت است ازنشان داده می :
 t

 
(f g)(t) f (x)g(t x)dx( )g( 

: خواص کانولوشن
) f g g f1   
) f f2 ff  
) f (c g c h) c (f g) c (f h) (c ,c )1 2 1 2 1 23 ) 
) f (g h) (f g) h4 

at at at) e (f g) e f e g (a )5 ) 
 t

 
) f f (x)dx6 1 ( ) 

: لاپلاس کانولوشن دو تابع
L(fg)در حالت کلی می دانیم   L(f )L(g)  اماL(f g) L(f )L(g)   و در نتیجهL (F(s)G(s)) f g1  که روابط مهمی می-

)L: باشند مثلاًع میباشند و قابل تعمیم به هر تعداد تاب f ) L(f )
s
11 

حل معادلات دیفرانسیل به کمک تبدیل لاپلاس  -5-6
بدین منظور ابتدا .  توان در حل معادلات با مقدار اولیه از تبدیل لاپلاس استفاده نمودهمانطوري که در بخشهاي قبل اشاره  شد می

fیعنی  F(s)را محاسبه نموده و در نهایت معکوس  F(s)دار آوریم سپس مقتبدیل لاپلاس معادله را بدست می (t) را به دست می-
. آوریم  که همان جواب معادله است

تبدیل لاپلاس و خواص محاسبه معکوس تبدیل لاپلاس همان گونه که در بخش هاي قبل مشاهده گردید مستلزم دانستن خوب 
. مختلف آن است

: گیرند قبلا نیز از آنها استفاده نموده ایمنکاتی که در محاسبه معکوس تبدیل لاپلاس بیشتر مورد استفاده قرار می
کنیم از تفکیک کسرها استفاده نماییم و اگر این تجزیه اي ابتدا سعی میدر محاسبه تبدیل معکوس خارج قسمت دو چند جمله )1
شود از طریق مربع کامل نمودن مخرج مساله عمل نمود که در این حالت عموماً جواب به شکل توابعی از پذیر نباشد سعی میمکانا

atcoshat ,sinhat ,cosat , sinat , e و یا توابعی بر حسبt . آیدبه دست می 1,
پذیر است ثلثاتی به کمک فرمول مشتق از تبدیل لاپلاس امکانمعکوس تبدیل لاپلاس شامل جملات لگاریتمی یا معکوس م )2
 )باشدخواص لگاریتم در تبدیل ضرب به جمع و تقسیم به تفریق در محاسبه لاپلاس و لاپلاس معکوس مفید می(
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س حاصلضرب تابع هویساید در تابع و لاپلا 1اي به کمک نکته در خارج قسمت دو چند جمله aseلاپلاس معکوس توابعی از  )3
. دیگر قابل محاسبه است

Lدر برخی موارد استفاده از عکس فرمول پیچش )4 (F(s)G(s)) L (F(s)) L (G(s))1 1 . ضروري است 1
معادلات انتگرال و معادلات دیفرانسیل انتگرال  -5-7

معادله دیفرانسیل انتگرال، معادله انتگرالی است . نامیم معادلاتی که در آنها تابع مجهول زیر علامت انتگرال باشد را معادلات انتگرالی
در برخی از انواع این معادلات، انتگرال موجود در مساله پیچش دو تابع است و لذا با . باشدکه شامل مشتقات تابع مجهول نیز می

t تشخیص پیچش و اعمال تبدیل لاپلاس

 
L( f (x)g(t x)dx) F(s)G(s)( )g( ا حل نمودتوان این نوع معادلات رمی. 

 
دستگاه معادلات دیفرانسیل خطی  -فصل ششم

تعاریف اولیه  -6-1
یک دستگاه معادلات دیفرانسیل را خطی گوییم،  اگر هر یک از معادلات دستگاه، یک معادله خطی باشد پس هر دستگاه معادله خطی 

. مجهول داراي شکل کلی زیر است nمرتبه اول با 
n n

n n

n n n nn n n

y a (x)y a (x)y a (x)y b (x)
y a (x)y a (x)y a (x)y b (x)

                                                                          
y a (x)y a (x)y a (x)y b (x)

1 11 1 12 2 1 1
2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

(a (x1na na (xn
(a (x2na na (xn

               

nn (nnnna (xnnnn

 

nyدر دستگاه فوق ,... , y , y2 Yتوان این دستگاه را به شکل ماتریسیمی. متغیر مستقل است xتوابع مجهول و  1 A(x)Y b(x) 
: نشان داد که در آن

n

n

n n nnn n

y b (x)a (x) a (x) a (x)
a (x) a (x) a (x)y b (x)

Y  ,   A(x)  ,   b(x)
    

a (x) a (x) a (x)y b (x)

1 111 12 1
21 22 22 2

1 2

nnn (nnnn
(((a (x((a (xnn (na

,   b(x),   A(x)
 

(((((nna (xnnnna (xa (x

 

b(x)در حالتی که o دستگاه را همگن و در غیر این صورت ناهمگن نامند .
براي معادلات خطی همگن پیوسته باشند آنگاه تمامی قضایا و نکات بیان شده  xاز  Iدر همسایگی  b(x)و بردار A(x)اگر ماتریس

: باشند از جملهو ناهمگن در فصل سوم در اینجا نیز صادق می
Y(xدستگاه معادلات مذکور با شرط اولیه )1 ) Y) Y داراي جواب منحصربفرد است .
Yجواب عمومی دستگاه معادله همگن )2 A(x)Y به صورتn nY c Y c Y ... c Y1 1 2 nYباشد کهمی 2 ,...,Y ,Y2 1 ،n  جواب

n.  باشندمستقل خطی دستگاه می n(det(Y ,Y ,...,Y ) w(Y ,Y ,...,Y ) )1 2 1 2 ) 
Yجواب عمومی دستگاه ناهمگن )3 A(x)Y b(x)حاصل جمع جواب عمومی دستگاه معادله همگن و جواب خصوصی ،pY می-

n:        باشد یعنی  n pY c Y c Y ... c Y Y1 1 2 2 
Y(x)ماتریس پیوسته و  A(x)اگر : رابطه آبل )4 n(Y(x) [Y (x),Y (x), ...,Y (x)])1 ماتریس جواب دستگاه معادلات  2

Yهمگن A(x)Y باشد آنگاه :
nx

iix
i

a (x)dx
det Y(x) det Y(x )e 1

ii
i

(ii
1i)e 1i 1 

detاساسی است اگر Y(x)پس Y(x) در یک نقطه دلخواه مانندx x ناصفر باشد .
. مجهول و از مرتبه اول نوشت nمعادله،  nتوان به صورت یک دستگاه شامل را میnهر معادله دیفرانسیل از مرتبه 

 xو متغیر مستقلzیک دستگاه با تابع 
(n )

ny z , y z ,..., y z(n) (n )

n n

z z
z z

y f (x, y, y , ... , y )

z f (x, z , z ,..., z )

1
1 2

1 2
2 31

1 2
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روشهاي حل دستگاه معادلات خطی  -6-2
حذف برخی توابع مجهول و مشتقات این توابع، دستگاه را به یک معادله با کنیم به نحوي با در این روش سعی می: روش حذفی )1

آید و سپس به کمک معادلات دستگاه با یک متغیر و یک تابع تبدیل و با حل این معادله ابتدا یکی از توابع مجهول به دست می
. کنیمجایگذاري سایر توابع مجهول را محاسبه می

شود، فرض کنید که دستگاه دو ین روش براي حل دستگاه معادلات  با ضرایب ثابت استفاده میاز ا: )عملگري(روش اپراتوري  )2
,yمعادله با دو محهول  x را بتوانیم به شکل زیر بنویسیم .

P (D) x P (D) y b (t)

P (D) x P (D) y b (t)
1 2 1
3 4 2

 

dاپراتوري است که به صورت Dکه در آن  d... , D  ,D
dtdt

22
 Dهایی  بر حسب ايها چند جملهP(D)تعریف شده است و   2

: هستند،  به کمک روش کرامر داریم

   
P (D) b (t)
P (D) b (t) (D)

y P(D)y (D)
P (D) P (D) P(D)
P (D) P (D)

1 1
3 2 2 2
1 2
3 4

                   
b (t) P (D)
b (t) P (D) (D)

x P(D)x (D)
P (D) P (D) P(D)
P (D) P (D)

1 2
2 4 1 1
1 2
3 4

 

با ضرایب ثابت می باشند و به کمک روشهاي مطرح شده در   tو متغیر مستقل  yو xتابع که دو معادله دیفرانسیل خطی بر حسب 
. فصل سوم قابل حل است

bاگر طرف دوم دستگاه یعنی  (t)1  وb (t)2 براي پیدا نمودن جواب دستگاه باید دو معادله  صفر باشندP(D)x   وP(D)y را   
.  حل کنیم پس در این حالت شکل  هر دو جواب یکسان بوده و تفاوت در ضرایب آنها می باشد

باشد آنگاه تعداد ثابت هایی  mبه کار می روند اگر یک چندجملهاي از درجه  yو  xکه براي محاسبه  (P(D))مخرج کسرهاي فوق
باشد و در نتیجه تعداد شرایط اولیه مورد نیاز براي  mباید  دیده می شود، در مجموع yو  xکه پس از حل دستگاه در توابع مجهول 

.     خواهد بود mمحاسبه همه این ثابت ها برابر 
. توان دستگاه اپراتوري فوق را حل نمودهاي دیگر از جمله روش حذفی نیز میاین روش قابل تعمیم است و با روش

استفاده از تبدیل لاپلاس  )3
اگر دستگاه معادلات دیفرانسیل با شرط اولیه در نقطه صفر مطرح شده باشد، با اعمال تبدیل لاپلاس بر دستگاه خطی و بالاخص 

ل توان معادله دیفرانسیل را به یک دستگاه جبري تبدیل نمود و از دستگاه حاصل تبدياستفاده از فرمول تبدیل لاپلاس مشتق، می
. آیدلاپلاس توابع مجهول را محاسبه و در نهایت با اعمال تبدیل لاپلاس معکوس، جواب دستگاه به دست می

Yدر حالت خاص که دستگاه AY b(x) با ضرایب ثابت و از مرتبه اول باشد لاپلاس جواب عبارتست از :
L(Y(x)) (sI A) (Y( ) B(s))1 ( ) B(s))( ) 

L
( Y AY b(x) L(Y ) AL(Y) L(b(x)) sY(s) Y( ) AY(s) B(s) (sI A)Y(s) Y( ) B(s)) AY(s) B(s) (sI A)Y(s) Y( ) B(s)) AY(s) B(sAY(s) ) (sI A)Y(s) Y( )(sI A)Y(s) Y( 

Y(s) (sI A) (Y( ) B(s)) )1 ( ) B(s))( ) 
استفاده از مقادیر ویژه و بردار ویژه  )4

Yبراي حل دستگاه خطی همگن با ضرایب ثابت AYتوان از این روش استفاده نمود، بدین منظور ابتدا مقادیر ویژه و بردارهاي ، می
ixiجواب ivو بردار ویژه iآوریم که متناظر با هر مقدار ویژهمیرا به دست Aویژه ماتریس  iY e v آید، براي معادله به دست می

nمقدار ویژه متمایز nداراي  Aپس اگر ماتریس  ,..., ,2 nvباشد، بردارهاي ویژه متناظر یعنی 1 ,..., v , v2 اند و مستقل خطی 1
: جواب عمومی دستگاه عبارت است از

nx x x
n n n nY(x) c Y (x) c Y (x) ... c Y (x) c e v c e v c e v1 21 1 2 2 1 1 2 2 nc e nnn 


